Separabilidade, ramificação e diferente by Andrade, Antonio Aparecido de
An24s 
9463/BC 
SEPARABILIDADE, RAMIFICAÇÃO E DIFERENTE 
Este exemplar corresponde à re-
dação final da tese devidamente 
corrigida e defendida pelo Sr. 
ANTONIO APARECIDO DE ANDRADE 
e aprovada pela Comissão Julga-
dora. 
Campinas, 15 de abril de 1988. 
Dr. 
Orient 
on~~ 
dor 
Dissertação apresentada ao Ins-
tituto de Matemática, Estatís-
tica e Ciência da Computação, 
UNICAMP, como requisito parcial 
para a obtenção do titulo de 
• Mestre em Matematica. 
UNIOAMP 
BIBliOTECA C''' TR Al 
AGRADECIMENTOS 
Expresso minha gratidão ao Prof. Dr. Antonio Paquee pela 
exigente e paciente orientação do presente trabalho. 
~ FAPESP, que, com seu apoio financeiro possibilitou a 
realização do mesmo. 
Aos Professores Paulo R. Brumatti e Francisco Thaine 
' -Prada pelo aux~lio na compreensao de alguns resultados. 
Ao Prof. Hygino Hugueros Dómingues pelo constante esti-
mulo em continuar no estudo da Matemática. 
À Maria Gorete 
Ao Emersom 
1NDICE 
INTRODUÇÃO • • o • • • • • • • • • • 
CAP!TULO I - SEMISIMPLICIDADE E SEPARABILIDADE 
§1. Semisimplicidade • . • • • .. 
§2. Semisimplicidade e Separabilidade 
§3. Separabilidade e Derivação .... 
CAP!TULO II - ÂLGEBRAS SEPARÂVEIS o • • • . . 
1 
l 
23 
33 
~o 
§1. Definição e Exemplos 40 
§2. Propriedades . . . . 45 
CAPITULO III - SEPARABILIDADE, RAMIFICAÇÃO E DIFERENTE 63 
§1. Ramificação e Separabilidade 64 
§2. Ramificação e Diferente 72 
AP!:NDICE • • • • • • • • • • · • • • • • • • • • • • • • • 75 
BIBLIOGRAFIA • . . • . . . · • • • • · · · • • • · · · • • 81 
INTRODUÇÃO 
O principal objetivo deste trabalho é o de procurar dar uma 
descrição clara de como as noções de separabilidade, ramifica-
ção e diferente se interrelacionam. Este trabalho é apresentado 
em três capítulos, a saber: 
l) SEMISIMPLICIDADE E SEPARABILIDADE 
Aqui, fazemos,inicialrnente, uma rápida revisão da teoria 
clássica das álgebras semisimples e das álgebras separáveis so-
bre um corpo, procurando evidenciar como a noçao de separabili-
dade é uma extensão natural da noção de semisimplicidade. Apre-
sentamos os teoremas de Wedderburn para álgebras semisirnples e 
álgebras separáveis, além de alguns teoremas que fornecem pro-
priedades - definição das álgebras separáve:.is sobre corpc·s, bu~ 
cando mostrar que algumas delas são naturalmente extensÍV8iE ao 
caso de um anel comutativo. Concluímos o capítulo com um estudo 
da caracterizacão de separabiliJade via derivação. 
2) ÂLGEBRAS SEPARÂVEIS 
O nosso intuito neste capftulo é os resultados básicos de 
uma teoria geral de álgebras sobre anéis comutativos. 
No primeiro parágrafo damos a definição de separabilidade 
sobi~ um çr.el comutativo e apresEntamos uma razoável lista de 
exemplos. No segundo parágrafo tratamos das propriedades bási-
cas de álgebras separáv~is. Os resultados aí apresentados mos-
tram que uma considerável porção da teoria clássica é preserva-
da nesta extensão da noção de separabilidade para anéis. Por 
exemplo, é provado que separabilidade é mantida via produto ten 
sorial, soma direta e extensão de escalaresJque separabilidade 
é transitiva e que un1a álgebra A é separável sobre um anel R 
se, e somente se, A e separável sobre seu centro Z(A) e Z(A) 
é separável sobre R. 
3) SEPARABILIDADE, RAMIFICAÇÃO E DIFERENTE 
Neste capítulo introduzimos a noção de ramificação e dife-
rente, apresentamos alguns casos onde separabilidade e não-ram~ 
ficação são equivãlentes e concluímos com a demonstração de que, 
nestes casos, não-ramificação é decidÍVél à partir de condições 
sobre o diferente. 
Incluímos no texto um Apêndice, onde listamos (sem demons-
tração) resultados básicos de àlgebra comutativa utilizados ao 
longo dos CapÍtulo II e III, com o Único intuito ue facilitar 
ao leitor _o seu acesso aos mesmos. 
CAPITULO I 
SEMISIMPLICIDADE E SEPARALIDADE 
Neste capítulo trataremos do estudo e caracteriz.ação das ál 
gebras semisimples {§1) e separáveis sobre corpos (§§~ e 3). Em 
todo o capitulo nos restringimos somente às álgebras de dimen-
são finita sobre um corpo, embora os resultados aqui listados 
para álgebras semisimples sejam válidas dentro do contexto, ob-
viamente mais geral, dE· anéis axtinianos. 
Em todo este capítulo, salvo menção contrária, a letra K 
denotará um corpo. Por álgebra de dimer.são finita sobre um cor-
po K entendemos uma K-álgebra que como K-espaço vetorial e de 
dimensão finita. Toda álgebra considerada neste e nc.s demais ca 
pítulos é associativa, com elemento identidade e não necessaria 
mente comutativa. Todo módulo é unitário e todo homomorfismo de 
álgebras leva elemento identidade em elemento identidade. 
§1. SEMISIMPLICIDADE 
(1.1) DEFINIÇÃO: Seja A uma K-álgebra. Um elemento a E A e 
dito n~tpotente se existe um inteiro m > 1 tal que m a =O. Um 
ideal I de A é dito n~lpotente se existe um inteiro m > l 
tal que Im = O. Neste caso, o menor inteiro m > 1 
Im = O é chamado 1nd~ee de n~lpotêne~a de I. 
tal que 
Evidentemente, dizer que Irn = O equivale a dizer que o 
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produto de quaisquer m elemer.tos de I . e zero. Portanto, se 
I é nilpotente segue-se que todos os elementos de I são nil-
potentes. Reciprocamente, temos o seguinte: 
(1.2) PROPOSIÇÃO: Sejam A uma K-álgebra de dimensão finita n 
e I um ideal lateral de A. Se todo elemento de I é nilpo 
tente, então I é nilpotente e seu Índice de nilpotência e no 
máximo n. 
DEMONSTRAÇÃO: Suponhamos que I seja um ideal à esquerda de A 
cujos elementos são nilpotentes. Sejam a 1 , ... ,an+l E I e con-
sideremos a seguinte cadeia de subespaços de A 
I :l Ia +l :l Ia a +l :J 
- n - n n 
como d'm 1 K A = n temos que I = Ia 
tal que Ia. a 
1 
= Ia. 1 ... n+l 1-
demos afirmar que para algum s ' l 
n+l ou existe 2 < i < n + l 
a 
n+l Em ambos os casos, po-
< s < n +l 
' 
existe b E I 
-
tal que a . . • a 1 s n+ = ba5 •.. an+l • Multiplicando à esquerda 
por potências de b, obtemos a 
s 
t 
an+l = b a 8 ... an+l para 
todo t > 1. Dai resulta que as ... an+l =O, pois por hipóte-
se b e nilpotente e consequentemente a 1a 2 ..... an+l =O. Co-
mo estes sao n+l elementos arbitrários de I, concluímos que 
In+! = O 
• • 
(1.3) PROPOSIÇÃO: Sejam A uma K-álgebra e N(A) a soma de to-
dos os ideais (bilaterais) nilpotentes de A. Então: 
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1) N (A) é um ideal (bilateral) de A que contém todos os ideais 
laterais (à esquerda e à direita) nilpotentes de A. 
2) Se A for de dimensão finita sobre K então N(A) e o maior 
ideal nilpotente de A. 
3) Se A for comutatiVó. então N (A) = {a E A :a é nilpotente}. 
DEMONSTRAÇÃO: 
1) Claramente N(A) e um ideal bilateral de A. Sejam I 
um ideal lateral à esquerda nilpotente de A e m um inteiro 
> 1 tal que Im = O. Então o ideal bilateral IA sat.isfaz: 
(IA)m ~ (IA) (IA) m ••• (I A)~ I(AI)(AI) ••• (AI)A~I A=O. 
Portanto I C IA C N (1'!.). O mesmo raciocínio se aplica ao caso 
de um ideal lateral à direita. 
2) Mostremos inir,ialmente que a soma I +J de dois ideais 
bilaterais I e J nilpotentes é nilpotente. De fato, se In= O 
e Jm = O então (I +J)m c I e, consequentemente (I +J)mn c 
O. Usando indução, podemos afirmar que a soma finita de 
ideais -(bilaterais) nilpotentes e nilpotente. Agora, como todo 
elemento de N(A) está contido em alguma soma finita de ideais 
(bilaterais) nilpotentes, concluímos que todo elemento de N(A) 
é nilpotente. Decorre, então, da Proposição 1.2 que N(A) é nil 
potente. Por 1) concluímos que N(A) é o maior ideal nilpotente 
de A. 
3) Já vimos em 2) que N(A) C {a E A :a e nilpotente}. Se 
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A é comutativa então todo elemento nilpotente a de A gera 
um ideal nilpotente A a e portanto a E Aa C N (A) 
• • 
(1.4) DEFINIÇÃO: Seja A uma K-álgebra. o ideal N (A) de -A e 
chamado ~ad~cal de A. 
Vimos na proposição acima que N(A) C {a E A :a -e nilpo-
tente}. Além disso, se A não é comutativa essa inclusão é própria. 
Para ver isto basta considerar A = M (K) = álgebra das 
2 matri-
zes 2 x2, a coeficientes em K. Neste caso N(A) =O (cf. pro-
( o l) posiçao 1.9) e a matriz 
o o 
e nilpotente. 
Damos, a seguir, uma melhor descrição dos elementos de 
N (A) • 
(1.5) DEFINIÇÃO: Sejam A uma K-álgebra e a E A. Dizemos que 
a é p~cp~~amente n~lpotente se ax (consequentemente xa) e 
nilpotente para todo x E A. 
Evidentemente todo elemento propriamente nilpotente é njl-
potente pois a= a.l é nilpotente. A recíproca, contudo, -na o 
e verdadeira. Basta tomar a ~ . Clara-
mente a é nilpotente e se tomarmos b obtemos 
que nao e nilpotente. 
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(1.6) PROPOSIÇÃO: Se A é uma R-álgebra de dimensão finita, en 
tão N (A) = {a E A : a é. propriamente nilpotente}. 
DEMONSTRAÇÃO: Se a E A é propriamente nilpotente então Aa 
é nilpotente (cf. Proposição 1.2) e daí a E Aa C N(A). Por ou-
tro lado, se a E N(A) então xa E N(A) para todo x E A. Lo-
go xa e nilpotente para todo x E A, ou seja, a é propria -
mente nilpotente. • 
(1.7) DEFINIÇÃO: Seja A uma R-álgebra de dimensão finita. Di-
zemos que A é Jemif.impte~ se N(A) = O, ou seja, A nao pos-
sui ideais laterais nilpotentes. 
Notemos que toda R-álgebra de dimensão finita sem elemen-
tos nilpotentes não nulos .é serr.isimples. A reciproca também v a-
le se a álgebra for comutativa. 
( l. 8) EXEMPLOS: 
1) 'I'odo corpo extensão finita àe K ou, mais geralmente 1 
toda K-álgebra com divisão e de dimensão finita é semlsimples. 
2) Toda soma direta A1 e 
sao e de. dimensão finita sobre K 
3} Seja f E K[ x 1 1 onde f ~ 
ID A de R-álgebras com divi 
n 
-e semisimples. 
com polinõ-
mias irredutíveis em K[x]. Então A = K[ x] /(f} e semisimples 
se 1 e somente se, e. = 1 (i= l, ... ,n) ou seja, A é semisirnples ~ 
se, e somente se 1 f e sep.:,rãvel. 
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DEMONSTRAÇÃO: Seja a aplicação •:A-+ K[x)/ el ffi ••• 
( pl ) 
<ll K[ x) I e ( n ) 
Pn 
e e 
definida por \.f!(g) = g + ( 1 ) pl + ... + g + ( p n ) 
n 
onde g=g+(f) 
com g ~ K[x] . Temos que 'f e um isomorfismo pois e claramente 
um homomorfisrr:o àe K-ãlgebras injetor e as álgebras A e 
K[x]/ e 1 $ .•• $ K[x] e têm mesma dimensão como R-espaços ve-(pl) (pnn) 
toriais. Também temos que <ll ••• <ll <p )/ 
n e 
(p n) 
n 
Daí N(A) =O se, e somente se, <p// e. "'O (i =l, ••• ,n) e, 
(pil.) 
neste caso 1 
e. 
=<p.1) 
1 
ou e. = 1 (pois 
1 
p 1 e irredutível) 
Vi= 1, ... ,n . • 
4) Sejam K um corpo, G um grupo finito. Se a caracterí~ 
tica de K (car(K)) não divide a ordem de G (o(G)), então 
K[G] é uma R-álgebra sernisirnples. 
DEMONSTRAÇÃO: Sejam gl = 1 , g 2 , .•• ,gn os elementos de G. Se 
n 
a = l: 0 i gi c K[ G] 
i=l 
r a cada X E K[ G] , 
jam M ,M , ••• ,M 
a gl gn 
L 
X 
podemos escrever L = 
a 
n 
L a.L 
i=l l g i 
onde pa-
é a multiplicação a direita por x. Se-
as matrizes de L ,L , ... ,L , respectiv~ 
a 9 1 9n 
n 
mente, com relação a base G. Então M = 
a 
l: Agora, su-
ponhamos que exista 
n 
O ;i a = l: 
i=l 
i=l 
a..g. E N(K[G]), Logo existe i, 
1 1 
l < i < n tal que a.i i O. Podemos supor que a. 1 i O pois caso 
contrário, multiplicando a pelo apropriado obtemos o 
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elemento deseja do. Desde que a E N (K[ G] ) , a é nl !potente e con 
quen temente, M 
a 
. 
e nilpotente. Claramente os autovalores de uma 
matriz nilpotente são todos nulos e o polinÔmio característico 
de M e 
a 
n-l Tr(M I X 
a 
+ . . . + 
n (-li det(M I 
a 
onde Tr{M } indica a soma dos elementos de diagonal principal 
a 
de M . Desde que as raízes do polinômio característico de M 
a a 
são os autovalores de M , então o coeficiente de 
a 
a soma desses autovalores e portanto nulo, ou seja, 
. 
n-l 
X é igual 
Tr (M I ~O. 
a 
Como Tr : M (K) ~ K e urna aplicação K -linear 
' 
temos 
n 
n 
o ~ Tr(M I ~ T r( l: 
a i=l 
L (g,) ~gJ. (i;'l) 
gi J 
a.M 
l gi 
e 
e Tr(M ) = n. Portanto 
gl 
n 
I ~ l: a. Tr (M I Observemos que 
i=l l gi 
Dai o (i " l) 
n 
O = L a.Tr(M ) = a
1
n . 
i=l l 9 i 
Desde que 
a 1 ~ O , n.l = O , ou seja, car(K) divide n 
do. Portanto K[G] é semisirnples. • 
. 
o que e um ab~ur-
5) Toda álgebra de matrizes com coeficientes num corpo ex-
tensão finita de K ou numa K-álgebra com divisão e de dimensão 
finitã é semisimples. Mais geralmente, se A e uma K-álgebra 
semisirnples, então M (A) 
n 
é sernisimples. Isto segue trivialmen 
te da seguinte proposição: 
(1.9) PROPOSIÇÃO: Seja A uma K-álgebra de dimensão finita. En 
tão M (N(A) I ~ N(M (A) I. 
n n 
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DEMONSTRAÇÃO: Desde que N (A) é um ideal de A, é imediato que 
M (N(A)) é um ideal de M (A) Como ~(A) 
n n 
-e um ideal nilpote~ 
te de A (digamos seja m seu índice de nilpotência) segue 
que o produto de m elementos de N(A} é nulQ. Seja 
ME M0 (N(A)). Observando que as componentes da matriz Mm sao 
somas finitas de produtos de rn elementos de N(A), concluímos 
que m M = O. Logo todo elemento de M (N (A) ) 
n 
é nilpotente e 
consequentemente o ideal M0 (N(A)) 
preposição 1.2). Portanto M0 (N(A)} 
e também nilpotente 
C N (M (A) ) • 
n 
(c f. 
Reciprocamente, denotando por e .. (i,j = 1, ... ,n) as 
1] 
ma-
trizes elementares, podemos reescrever todo elemento de M (A) 
n 
na forma 
n 
n 
l: 
i,j=l 
a .. e .. lJ lJ , com a .. 1] E A. Tomentos um elemento 
L ai].ei]' E;: N (M0 .(A)) e vamos mostrar que ai]' E N (A) i,j=l 
(i,j = 
= 1, ... ,n). Recordemos que eijekt = OjkeÍ.J!,. Para k,t =1, ... ,n 
temos 
n 
~ aktaiJ'ekt{elkeiJ.)etl = 
i,j=l 
e portanto 
akt é nilpotente. Agora, como para todo x E A e para todo 
n n 
temos L: (xa .. )e .. =x L: a .. e .. = 
i,j=l 1] 1] i,j=l 1] l] 
n n 
L xei 1.) I L i,j=l i,j=l a .. e .. ), segue que l.J lJ xa .. 1] 
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e nilpotente pa~ 
ra todo i,j = l, ... ,n, e portanto a .. 
1] sao propriamente nil-
potentes 
mostra que 
(i, j = 1, . .. , n) . Daí a. E N(A) , i,j=l, ... ,n. 
1] 
N (M (A)) C M (N (A)) • 
n n • 
Isto 
No que se segue apresentamos uma série tde resultados em que 
descrevererros propriedades das álgebras semisj mples e que são r e-
sultados auxiliares à demonstração do Teorema de Wedderburn 
(Teorema 1.24). 
(1.10) LEMA: Seja A urna R-álgebra de dimensão finita e I um 
ideal à esquerda (ou a direita) não nulo de A. Se I não é nil-
potente, então existe O ~ e E I tal que e 2 = e. 
DEMONSTRAÇÃO: como I e nao nilpotente, existe a E I nao nilpo~ 
te. Sejél então a seguinte sequência Ia.? In 2 2 . ,. .. Corro A é de cl;!,_ 
mcns~o finita, existe um m mtl inteiro m > 1 tal que Ia = Ia 
. Sejam m rrr+-1 B =Ia e b ==a m m+-1 2m+l m Então temos que Bb =Ia a =Ia =Ia = 
2 
= B. Logo existe e E B tal que eb =b c consequent.errente, (e -e)b =0. Se 
ja ~:B--+B talque<P(X) =xb. É claroque<P éK-linear. Como Bb=B, f e 
sobre. Cooo A é de dimensão finita, B é de dimensão finita e daí 
<P e injetora. Assim, de 2 2 O= (e - e)b = <P(e -e) obtemos que 
2 
e = e. Notemos que e ~ O pois caso contrário teríamos O =eb 
= b e consequentemente am+l = b = O o que contradiz o fato 
de a não ser nilpotente. Portanto e I O 2 e e =e . 
• 
(1.11) TEOREMA: Sejam A uma R-álgebra semisimples e I um 
lO 
ideal à esquerda (resp. à direita} nao nulo de A. Então I ~Ae 
{re~p. I = eA) para algum idempotente não nulo e E I. 
DEMONSTRAÇÃO: Seja I um ideal à esquerda nao nulo de A. Como 
A é semisimples, I não é nilpotente e portanto existe O ;' e 
o 
E I, um elemento idempotente (cf. 1.10). Consideremos o segui~ 
te conjunto 
chamado anulador de e o em 
be = O) 
o 
I. Claramente e um ideal 
à esquerda de A. Suponhamos an{e ) t O. Desde que A é semi-
o 
simples, an(e 0 ) 
- -nao e nilpotente e portanto existe um idempo-
tente 
que 
2 
-· eo 
b E I 
f 
o 
= 
o ;' 
;' o 
e 
o 
tal 
el E an(e I . Seja f = e o o o 
pois caso contrário o = 
o que é um absurdo. Também 
que bf = o temos que o 
o 
+ el - eoel E I. Temos 
f 2 + e = e ele o e e 1e o o o o o 
f2 
= f Para cada 
o o 
= (bf e I e = b(f e I = 
o o o o o 
= be
0 
o que significa que b E an(e0 ) e portanto an(f I C o 
e portanto an (f ) C an (e ) . Daí, se 
o + o 
= e
1 
então 
an(f I ;' O 
o 
mesmo raciocinjo e obtemos a seguinte sequência 
onde e,f,g, ... 
o o o 
sao idempotentes nao nulos de 
repetimos o 
I. Desde que 
A e de dimer.são finita, este processo pára em um número finito 
de E·têpas. Portanto podemos afirmar que existe O 'I e E I tal 
ll 
2 que e =e e an(e) =O. Para todo b E I, temos {b -be)e =O 
o que acarreta que b = be. Dai Ae C I C Ae e portanto I = Ae. 
Por um raciocínio análogo mostra-se que I = eA no caso 
em que I é um ideal lateral à d1reita. 
• 
(1.12) COROLÃRIO: Sejam A uma K-álgebra semisimples e I um 
ideal não nulo de A. Então I = Ae = eA para algum idempoten-
te não nulo e E I e cent.ral em A. Em particular, I é uma K-
-álgebra com elemento idempotente e. 
DEMONSTRAÇÃO: A demonstração do teorema nos assegura que exis-
tem idempotentes e 1 ,e 2 E I nao nulos tais que e 1b = b = be 2 
para todo Logo e =e =e 1 2 
é o elemento identidade da multiplicação de I. Mais ainda 
I = Ae = eA. Resta mostrar que e é central em A, ou seja, 
ae ~ ea para todo a E A. Notemos que ea,ae E I para todo 
a E A. Logo ae = e(ae) = (ea)e = ea para todo a E A . 
• 
Vimos nesse corolário, que se I é um ideal -na o nulo de 
uma R-álgebra semisimples, então I também e uma R-álgebra com 
elemento identidade central em A. A proposição seguinte nos as 
se<;t;ra que I é, além disso, uma R-álgebra semisimples. 
(1.13) PROPOSIÇÃO: Sejam A uma K-álgebra e I um ideal -na o 
nulo de A. Se A é semisimples, então I e uma R-álgebra se-
misimples. 
DEMONSTRAÇÃO: ~ suficiente mostrar que N(I) = O. Para isso 
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mostremos que N(I) = N(A) n I. Notemos que N(A) n I . e um 
ideal de I. Como N(A} . e nilpotente, todo elemento de N(A) e 
nilpotente. Logo todo elemento 0e N(A) n I é nilpotente. En-
tão N (A) n I e nilpotente e, consequentemente N {A) n I c N (I). 
Também N(I) G nilpotente (cf. proposição 1.2), então existe 
um inteiro m > 1 tal que 
2m m 
temos (Aa) ~ ( (AaA) a) 
K'(I)m = O. Então para todo a E N(I) 
C (N(I)a)m C N(I)m ~ O. Portanto pa-
ra todo a E N(I} temos 2m (xa) = O para todo x E A, o que 
significa que todo elemento de N (I) é propriamente nilpotente. 
Isto implica que N(I) C N(A) n I (cf. Prop. 1.6). Portanto 
N(I) = N(A) n I e consequentemente, considerando que A seja 
sernjsimples, N(I) =O, ou seja, I é uma R-álgebra semisim-
ples. • 
(1.14) DEFINIÇÃO: Seja A uma K-álgebra. Dizemos que A e flim-
ples se os Únicos ideais de A são os triviais, isto é, {O} e A. 
Notemos que toda K-álgabra de dirrensão finita simples e ser.üsirn-
ples. com efeito, scjc1 A uma R-álgebra simples e consideremos 
N(A). Logo N(A) ~ O ou N(A) ~F •• S~ N(A) ~A então lE N(A) 
que e um absurdo. Logo N(A) = O, ou seja, A 
(1.15) EXEMPLO: A álgebra M (D) 
n 
das matrizes 
. 
e semisimples. 
n x n (n > 1) a 
coeficientes em D onde, D é uma R-álgebra com divisão é sjm-
ples. 
DEMONSTRAÇÃO: Sejam I um ideal nao P.ulo de M {D) e 
n 
O ;'xEI. 
Denotando por e i j (i , j = 1 , ... , n) as matrizes elementares, 
n 
podemos escrever X ~ ~ a .. e .. com a .. E D e au 
i,j=l 1] 1] 1] 
n 
r a algum k e algum ~o como I e ideal, y ~ erkx "\r 
r=l 
n 
~ ~ 
r=l 
~ 
n 
~ 
r=l 
n 
e k( ~ a .. e .. )e" 
r i,j=l lJ lJ ~r 
n 
~ ~ 
k~l 
n 
I. 
r=l 
n 
~ a .. (e ke . . )et 
i,j=l lJ r lJ r 
~ 
= akt!n E I. Desde que ak~ ~ O , y é inversível e 
-1 
~ 
'f 
Portanto I ~ yy E I 
n 
e conseqnentemente I ~ M ( D) o 
n • 
-Nosso objetivo a seguir e mostrar o seguinte teorema: 
l3 
o p~ 
(1.16) TEOREMA: Toda R-álgebra semisimples é uma soma direta fi 
ni ta de R-álgebras simples. 
A demonstração deste teorema é uma consequência imediata 
dos seguintes lemas: 
(1.17) LEMA: Sejam A uma K-álgeJ:.ra semisimples e I um ideal 
não nulo de A. Se I é minirnal então I é uma K-álgebra sim-
ples. 
DEMONSTRAÇÃO: Desde que I é uma R-álgebra, resta mostrar que 
os únicos ideais de I sao os triviais. Seja J um ideal 
não nulo de I e consideremos o ideal IJI de A que está con 
tido em I. Se IJI ~ O então J 3 C IJI ~ O, . ou seJa, ~ o 
que e um absurdo pois I é semisimples {cf. 1.13). Logo IJI f.O 
e da minimalidade de I segue-se que I = IJI C J C I, ou seja, 
14 
J = I. Portanto I é uma K-álgebra simples. • 
(1.18) LEMA: Sejam A uma R-álgebra semisimples e 
ideais minirnais de A distintos. Então a soma -e 
direta. Em particular, A contém apenas um número finito de 
ideais minimais. 
DEMONSTRAÇÃO: Já vimos que existem idempotentes não nulos e cen 
de A tais que I. = e.A = Ae. (i= 1, ... ,n). 
l l l 
Mostremos que esses idempotentes são ortogonais dois a dois, i~ 
to é, e.e. = O (i ::j. j). Com efeito, 
l J 
e algum j ::j. i, teríamos O 
se e.e.;'O 
l J 
para algum i 
I. n I.~ 
l J 
i O. Da minimalidade de temos que r.~r.nr.~r 
1 l J j 
contradizendo nossa hipótese. 
Suponhamos, agora, que a1e 1 + ... +a e =O (a. E A). Mul-n n 1 
tiplicanào por a direita obtemos 2 a.e. = a.e. =O {i=l, ... ,n). 
1 l l l e i 
Logo a soma + • • . + I 
n 
é direta. Finalmente, desde que A e 
de dimensão finita e dim(I 1 + ... +In) = dim I 1 + ... + dim r 0 e 
fácil ver que A só pode ter um número finito de ideais mini-
mais . 
• 
(1.19) LEMA: Seja A uma R-álgebra semlsimples. Se 
são todos os ideais minimais de A, então A= r 1 m ... m In 
DEMONSTRAÇÃO: Resta apenas mostrar que A C r 1 + ... +In. Como 
antes, existem idempotentes não nulos centrais e ortogonais 
dois a dois e 1 , ... ,en tais que I. =Ae. =e.A l l l (i 1, ... ,n) 
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Seja e= e 1 + .•. + e 0 • Claramente e é idempotente central em 
A, e além disso eie = ei (i= l, ... ,n). Afirmamos que e= l,a 
identi'dadede A. Com efeito, se e -:f 1 então J ~ 11 - e)A = 
= A(l - e) é um ideal nao nulo de A. Esse ideal J contém um 
dos ideais minimais de A, digamos, Ik pa~a algum 1 < k < n 
Assim, podemos escrever ek = (1- e)a para algum a E A e 
consequentemente temos 2 ek = ek = ek(l-e)a =O (pois eke =ek) 
o que e t::n a contradição. Portanto e = l e a = a .1 = a .e 
= ae1 + ... + ae0 E r 1 + ... + ! 0 para todo a E A, ou seja, A C 
cr 1 + ... +I • n 
(1.20) TEOREMA (de Wedderburn para álgebras simples): Se A e 
uma K-álgebra simples então A é isomorfa à álgebra D =M (D) 
n n 
das matrizes n xn, para algum inteiro n > 1, a coeficientes em 
uma K-álgebra com divisão D. O inteiro n e a álgebra O sao 
unicamente determinados por A. 
Ant.e.s ee demonstrarmos este teorema recordaremos a seguin-
te definição: 
(1.21) DEFINIÇÃO' Sejam A -um anel nao necessariamente comuta-
ti vo (em particular uma K-álgebra) e M um A-:nÓdulo à esquerda 
(ou à direita) não nulo. Dizemos que M é um A-módulo à thQUe~ 
da (ou à dineita) himple~ se os únicos submódulos de M sao 
{O) e M • 
DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA: Seja M um ideal à esquerda minimal 
de A. Tal M existe pois A e um K-espaço vetorial de dimensão 
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finita. Obviamente M é um A-módulo à esquerda simples e clar~ 
mente D = EndA(M) e uma R-álgebra com divisão. Consideremos 
M como um O-módulo a esquerda via a c.ção d .m = d (m) para todo 
IT• E M E· para todo d E D. Consideremos também para todo a E A, 
a aplicação ~ : M ---+ M , x ---+ ax. Pode-se ver 
a 
que t E End (M) J para todo a E A, assim como a 
a D 
facilmente 
aplicação 
i : A ---+ EndD(M) , a ---+ ~a é um homomorfismo de K-álgebras, 
obviamente injetor pois A e simples. Verifiquemos que i é tam 
bém sobrejetor. Para todo y EM, a aplicação ry :M--+ M, 
x---+ xy , ê claramente um elemento de D. Logo f(xy) = f(x)y, 
para todo x, y E M e para todo f E End0 (M) • 
Afirmamos que i(M) e um ideal à esquerda em End0 (M). De 
fato, pois temos f.i(x) (y) f(xy) = f(x)y = i(f(x)) (y), para 
todo x,y EM e para todo f E End0 (M) e, consequenterr:ente, 
f.i(x) ~ i(f(x)) E i(M) para todo f E End
0
(M). 
Agora, como A é simples, temos A= MA e, por consegui~ 
te, i(A) = i(MA) = i(M)i(A) é um ideal à esquerda de End0 (M). 
segue-se que i(A) = End0 (M), ou 
seja, i e sobrejetor. Finalmente, como A e de dimensão fini 
ta sobre K então a dimensão de M como D-espaço vetorial 
a esquerda e também finita (digamos n) e, natura~te End0 (M) 
" M (D) • 
n 
A segunda parte deste teorem;;,_ decorre do Lema 1.23 abaixo: 
(1.22) LEMA: Seja D uma K-álgebra com divisão e D = M (O) • 
n n 
Então: 
1) os ideais L. 
1 
a.e .. J 1] a.Eo},l<i J 
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< n, de matri 
zes coluna sao ideais à esquerda minimais de Dn e Dn =L1m ... IB Ln. 
2) Todos os D -módulos à esquerda simple~, em particular 
n 
todos os ideais à esquerda rninimais de A, são isomorfos. 
DEMONSTRAÇÃO: 
l) Claramente D ~ Ll (j) • • • (j) L Se X ~ E a .e .. E L., com n n i J 1] 1 
ak 
"' 
o para algum l < k < n então -1 eki)x E • (ak ~ eki L .. Ois ] 
to segue-se que o ideal à esquerda gerado por qualquer elemento 
não nulo de e Li. Portanto L. 
1 
é minimal. 
2) Obviamente os L. 
1 
sao isomorfos como D -módulos à es-
n 
querda. Seja N um D -módulo à esquerda simples. 
n 
A= L1 IB •.. E9 Ln e AN = N , existe 1 < i < n 
{O} C L.N C N e, consequentemente, L.;N = N • 
+ l ...._ 
Desde que 
tal que 
A aplicação 
L . -------+ N 
1 
y-------+ yx , nao é nula para algum x E N e e, ela-
ramente, um homomorfismo de Dn-módulos. Desde que L1 e N sao 
simples, esta aplicação é um isomorfismo., 
( 1. 2 3) LEMA: Se o e O 1 sao R-álgebras com di visão tais que 
as correspondentes álgebras de matrizes o e o 1 são is_omor-
n n' 
fas, então D e 0 1 são isomorfas e n = n 1 • 
DEMONSTRAÇÃO: Para mostrar que O ~ 0 1 é suficiente mostrar que 
para todo O -módulo à esquerda simples N, existe um isomorfismo 
n 
de K-álgebras D o End0 (N) • 
n 
Desde que quaisquer dois D -módulos 
n 
18 
à esquerda simples sao isomorfos (cf. lema 1.22), podemos tomar 
xi E D}. Além disso N = Dn é também um D-
módulo à direita, o que nos permite considerar a aplicação 
n D ---+ End0 (D ) dada por para 
n 
todo d,x
1
, ... ,xn E D. Obviamente, ~ e um homomorfismo de K-ál 
gebras. Além disso <P é injetor pois D e um anel com divisão. 
Para mostrar que -<P e sobrejetor tomamos f E End0 (Dn) e 
n 
e sere 
+e À , com À. E D ,onde {e1 , .•. ,en} n n 1 
e a base canônica de Dn sobre o. Das equaçoes f(e1l =f(e11e1)= 
gue-se que <P { ).'1) 
2 
D "' D' então n 
ten=n' .• 
e f(ej) = f(ej 1e 1 ) = ejlÀl , 2 ~ j ~ n , s~ 
= f e portanto <P e sobrejetor. Desde que 
- dim Dn = dim D' = n • 2 e, consequentemen-
- D 0 1 n' 
(1.24) TEOREMA {de Wedderburn para álgebras semisimples): Se A 
é uma R-álgebra semisimples então A é isomc•rfa a uma soma di-
reta f in i ta (!) o o o (!) 
é álgebra de matrizes 
D (r) 
n 
r 
n; xn 
• i 
onde =M (D(i)) 
no 
(i=l, ... ,n) 
1 
a coeficientes em D(i) e cada 
D(i) é uma R-álgebra com divisão e de dimensão finita sobre K. 
DEMONSTRAÇÃO: Decorre trivialmente dos teoremas 1.16 e 1.20. • 
(1.25) COROLÁRIO: Seja A uma R-álgebra comutativa. Então A e 
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semi simples se, e somente :::.e, A "" F 1 E9 ••. fii F r , onde cada F i 
é urr. corpo extensão finita de K. 
Encerramos este parágrafo c~m un1 teorema-definição para á_! 
- ' gebras semisirnples e que nos sera bastante util no parágrafo 
seguinte. 
(1.26) TEOREMA: Seja A uma K-álgebra de dimensão finita. En-
tão sao equivalentes as seguintes afirmações: 
1) A e semisimples 
2) A e ~.orna direta finita de ideais à esquerda minimais 
3) Todo A-módulo a esquerda e uma soma de submÓdulos sim-
ples 
4) Todo A-módulo a esquerda e uma soma direta de submÓdulos 
,simples. 
5) Todo submódtüo de um A-módulo a esquerda M -e somandc 
direto de M. 
6) Toda sequência exata de A-módulos a esquerda 
O ----+ M 1 -+ M----+ M" ----+ O cinde 
7) Todo ideal à esquerda de A e um somando direto de A 
como A-módulo à esquerda. 
8) A não contém ideais laterais nilpotentes. 
DEMONSTRAÇÃO: 
( l) > ( 2) Decorre dos teoremas 1.16 e 1.20 e do lema 1. 22. 
(2) > {3) Seja M um A-módulo à esquerda. 
onde Ae. sao ideais à esquerda 
l 
(i = 1, .•. ,n), temos que M = I 
xEM 
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Desde que 
minimais 
n 
L 
i=l 
Ae.X 
l 
Para cada i=l, ... ,n e para cada x EM, seja f:Aei---+ Aeix 
a aplicação A-linear dada por f. (a e.) = ae. x. 
l l l 
Claramente f. 
l 
(i = 1,.,. ,n) é sobrejetora. Como Ker(f.) (i~ l, ... ,n) 
l 
e um 
ideal à esquerda de A contido em Ae. 
l 
e Ae. (i= l, ... ,n) é 
l 
minimal obtemos Ker(fi) = O ou Ker(fi) = Aei (i = 1, ... ,n). 
Dai 
( 3) • 
( 3) = ( 4) 
M e uma soma de 
dulo de M e F 
~ 
" 
F segue-se 
e portanto é simples ou 
Seja M um A-módulo a 
Ae.x 
l 
esquerda. 
O. Isto mostra 
Por hipótese 
submódulos simples (N. ) • Seja N um submó 1 iEI 
{L C I N L N. - direta}. Desde ~ + e que 
iEL l 
que F 'I ~ Notemos que F e ordenado por in-
clusão e se Ll C L2 c -e uma cadeia de elementos de F en·-
tão UL. E F. Portanto o Lema de Zorn nos assegura que F 
l 
um elemento maximal J. Seja V = N + N .. Como 
l 
J E F 
ma V é direta. Mostremos que V = M. Para todo i E J 
N. c v todo i 
" J 
V+ N. - direta e para a soma na o e 
l l 
J e maximal para essa propriedade e consequentemente v 
possui 
a so 
temos 
pois 
n N. 'I l 
1 (o) para todo i 
" J. 
Como - simples obtem:>s que v nvi =Ni, N. e 
l 
ou seja, Ni c V. Portanto M =V e isto prova (4), pois basta 
considerar N = O. 
(4) --> (5) Segue-se pelo mesmo raciocínio usado em (3) 
=> (4). 
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(5) ==> (6) Seja a seguência exata de A-módulos à esquerda 
O - M' ~ M ____!I__. M" _______.. O. Logo f (M') e um submódulo 
de M e, consequentemente, f(M') . e um somando direto de M, 
ou seja, existe H tal que M = f(M') ffi H. Para cada x" EM" 
existe x E M tal que g (x) = x". Por outro lado existem 
y E f(M') = Ker(g) e z E H únicos tais que X = y + Z e 
portanto x" = g(x) = g(y + z) = g(y) + g(z) ou seja, l?ara 
cada x" E M 11 existe um z E H tal que g(z) = x". :E: fácil 
ver que tal z E H é , de fato, único. Definimos h: M"- M 
tal que h (x 11 ) = z • M.ostremos que h e A-linear . De fato: 
sejam x",y" EM". Logo existem z 1 ,z2 E H Únicos tais que 
g(z 2 ) = y" e portanto 
h(x'' + y") = z E H então g(z) = g(z1 + z 2) , ou seja , 
z- (z1 + z 2 ) E Ker(g) = f(M'). Então z- (z1 + z 2 ) E f(M') nH 
{O}, ou seja, z = z 1 + z 2 o que significa que h{x" + y") = 
h (x'') + h (y"). Agora sejam X 11 E M" e a E A . Logo existe 
z E H Único tal que g(z) = x" e portanto g(az) = ax" • se 
h(ax") = z' E H então g(z') = g(az) ,ou seja, z'- azEKer(g) = 
f(M') e, consequentemente, z'- az E H n f(M') ={O} o que 
significa que z' = az, ou seja, h{ax") = ah(x"). 
Claramente g o h = i fM" e portanto a sequência cin-
de. 
(6) => (7) Seja I um ideal â esquerda de A e consi-
deremos a sequência exata 
rr 
O -I-------. A- A/I----+ O de 
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A-módulos à esquerda. Por (6) esta sequência cinde, ou seja, 
existe h : A/1 --- A tal que TI o h= id. Consequentemente 
A= I $ h(A/1 ) o que mostra que I é somando direto de A. 
{ 7) => { 8) Consideremos N (A) que e um ideal -a esquerda 
de A. Logo existe um ideal à esquerda N' de A tal que 
A = N(A) <ll N' como A-módulos -a esquerda. Então l = x + x' com 
E' N (A) x' E' N' então 2 + xx' donde obtemos X e 
' 
e X = X 
' 
2 
xx' E' N (A) n N' X - X = = o Assim 2 . X = X . Por outro lado, 
X E' N (A) e portanto X -e nilpo;tente, ou seja, existe um in-
teiro n > l tal que O. Então =x"=o 
e, consequentemente x' = 1 e N' =A. Disto segue-se que 
N (A) = O. 
(8) => (1) Por definição. • 
(1.27) OBSERVAÇÃO: Todo A-módulo à esquerda M" para o qua.l 
vale a afirmação (6) do teorema 1.26 é chamado um A-módulo a 
esquerda projetivo (ver Apêndice A-l ) • Consequentemente , do 
teorema podemos concluir que uma K-álgebra A de dimensão fi-
nita é semisimples se, e somente se, todo A-módulo à esquerda 
é projetivo. 
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§2. SEMISIMPLICIDADE E SEPARABILIDADE 
Sejam K um corpo de car(K) = p, p primo, e L um cor-
po extensão finita e inseparável de K. Logo existe a E L tal 
que a não é separável sobre K. Se f E K[ x] é o polinômio mi 
nimal de a: sc:bre K e f' denota a der i v a da formal de f, en 
tão f' (a) =O e, por conseguinte, f divide f' em K[x], o que 
implica que f' é identicamente nulo. Disto decorre que 
n 
f = " 
i=O 
E K e 
para algum inteiro n > 1, onde 
a = 1. Seja 
n 
- 1/p 1/p E- K(a , •.. ,a 1 ) o n- e 
s = 'tr;. ® ] n-1 1/p +a ®a 1 + •.. + n-
1 0 a 1/p E 
o 
a , a 1 , ... , a E o n 
consideremos 
Observemos 
n que l,a, ... ,a sao linearmente independentes sobre K, pois 
caso contrário teríamos com À. E K 
1 
não todos nulos, o que implicaria que o polinômio f divide o 
polinômio não nulo g = Ã0 + \ 1 X + ... + \nX E K[x] o que é um ab 
surdo. Consequentemente 1 0 l, ... ,a:n ® 1 são linearmente in-
dependentes sobre E e portanto s I o. Além disso, sP = 
~ (an 0 l)p + (an- 1 0 a~~i)p + ... + (1 0 a~/p)p = ,np 0 l + 
,p(n-1) 0 
" a 1 + n-
- pn 
... + 1 ® a 0 - (a 
+ p (n-1) a 1a n- + ... +a )01~0 . o 
Portanto S e um elemento nilpotente nao nulo em L ®K E , o que 
implica que L ®K E não é semi simples. 
Este exemplo, que acabamos de analisar, mostra que existem 
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álgebras semisimples cuja semisimplicidade nao e preservada por 
exter.são de escalares. Surge aí, naturalmente, a seguinte ques-
tão: quais são as álgebras semisimples sobre um corpo K que 
permanecem sernisimples sobre um corpo L J K, via extensão de 
escalares? O principal resultado deste parágrafo {o Teorema 
de Weclderburn para álgebras separáveis) dá uma resposta à essa 
questão. 
(2.1) DEFINIÇÃO: Seja A uma R-álgebra de dimensão finita. Di-
zemos que A é -óepa11áve.f sobre K se A ®K E e uma E-álgebra 
semisimples, para todo corpo E contendo K. Em particular, 
A = A ®K K deve ser semisimple.s s-e A for separável. 
(2. 2) EXEMPLOS' 
l) Seja K um corpo. Então M (K) e uma álgebra separá-
n 
vel pois pc.ra todo corpo E contendo K temos M (K) ®K E " n 
M (K ®K E) M (E) - urna E-álgebra semisimples. ~ 
" 
que e 
n n 
2) Sejam K um corpo e G um grupo finito tais que car(K) 
nao divide o(G). Então K{G] e uma álgebra separável pois para 
todo corpo E contendo K temos K[G) ®K E "' (K ®KE) [GJ"' E[G) 
que é uma E-álgebra semisimples. 
3) Seja f E K[xJ , onde K é um corpo e 
e 1 e f - n 
-pl , ... ,pn ' 
com polinômios irredutíveis em 
' 
K(x] • Seja E um corpo e,! 
tensão de K. Sabemos que K[x]/(f)®KE 'E[x]/(f) é uma E-álge 
bra semisimples se, se somente se, e. = 1 (i= l, ... ,n). Assim, 
l 
K[x] ;(f) é separável se, e semente se, e i= 1 (i=l, ..• ,n). 
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Para a demonstração do Teorema de Wedderburn para álgebras 
separáveis necessitamos dos seguintes dois resultados auxilia -
res. 
(2. 3) PROPOSIÇÃO: Seja A urna R-álgebra simples com centro 
z(A) = K e seja E um corpo extensão de K. Então A ®K E 
sjmples. 
-
-e 
DEMONSTRAÇÃO: Seja I um ideal nao nulo de A ®K E. Basta mos-
trarmos que I contém um elemento não nulo da forma a 0 e com 
a E A e e E E. Com efeito, se I contém um elemento a ® e 
não nulo com a E A e e E E, então I contém (a® e) (1 ®E)= 
=a@ eE =a@ E. Consequentemente I contém (A®e)(a®E)(A®l.)= 
= AaA ® E. Como AaA é um ideal nao nulo de A e A e sim-
ples então AaA = A e portanto I :;. A @K E, ou seja, I =A ~\E· 
Suponhamos, por absurdo, que I nao contém elementos -na o 
nulos da forma a@ e, com a E A e e E E. Seja, então, 
s 
x = L ai ® ei um elemento nao nulo de I, com s minimal. 
i=l 
Claramente s > 1 e a t O. Desde que A é simples Aa A A 
s s 
e, por conseguinte, existem elementos c.,c~ EA, 
' ' 
1 < i < t 
t 
tais que c.a c~ 
' s ' 
Portanto temos L (ci ® l)x(c_i ®1) 
i=l 
s 
= l: 
i=l 
o que 
que. 
t 
a~ ® e. E I' com a~ = l: c.ac~ l < i < 
' 
' ' ' j=l J J 
garante que, podemos assumir, sem perda de 
a = 1. Da minimalidade de 
s 
s, decorre que 
s-1 e a' = 1, 
s 
generalidade, 
a 1 e a s- s sao 
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linearmente independentes sobre K e, consequentemente, a 1 ~ s-
~ Z (A) ~ K. Seja a E K tal que a a - a a 'I o e conE-ide-s-1 s-1 
remos y ~ la ® 1)X - x(a ® 1) ~ (aa1 - a 1 a) "' 
e1 + ... + 
{aas-1 - as-1 a) ® e . Os e. sao linearmente independentes s-1 l 
sobre K (também como consequência da minimalidade de s) e a 
última parcela de - -y e nao nula. Logo, y E I é não nulo e tem 
cornprimen to menor que s, o que contradiz a minimalidade assumi 
da para s. Portanto I deve conter um elemento nao nulo da 
forma a ® e, o çue conclui a demonstração. • 
(2.4) PROPOSIÇÃO: Seja D uma R-álgebra com divi3ão de dimen-
sao finita. Seja L o centro de D. Então L é separável sobreK 
se, e somente l2:.e, D é sep<o\rável sobre K. 
DEMONSTRAÇÃO: Suponhamos L sepc.rável sobre K. Como a dimen-
são de L sobre K -e finita existe a E L e f E K[x] (poli-
nômio irredutível de a sobre K) tc:l que L ~ K[ a] , K[ X]/( f ) 
Seja E um corpo extensão de K. Então D i&IKE , o ®L(L @KE) e 
r 
L i&IKE , K[x]/( f) ®KE , E[x]/(f) . Seja f ~ 1T f. em E[ xl , 
i~l l 
com fi fatores irredutíveis de f em E[xJ. Logo L 0KE ~ 
, E[x]/(f):: E[x]/(f)<IJ ..• <IJ E[x]/(f )"Notemos que L, L @KK C 
f r 
c L ®KE, E[x]/(f). Mostremos que L c E[x]/lf.) Sejam 
l 
pi ' E[x] ~ E[x]/( f.) (i~1, .•. ,r) 
l 
as projeções canônicas. 
Como fi divide f em E[x] então {f> C Ker(pi) (i =1, ... , r') 
e. portanto existem homomorfismos pi E[xJ /{f)--+ Efxi /(f. ) 
l 
dados por pi (g) ~ pi (g) para todo g E E[xJ Sejam 
'i; K[x)/(f)~ E[x]/(f.) (i~l, ... ,rl 
l 
as restrições dos pi 
-e injetora. a K[x]/( f). Mostremos que cada ~i 
se g E-: Ker(IOi) então .Pi (g) ~ o ~ p. (gl . 
l 
Então 
seja, f. divide g. Se f 
l 
divide g então g 
K( X) /( f ) Se f nao divide g então MDC(f,gl 
pois { e irredutível sobre K. como f. 
l 
Oi vide 
vide f em Efx] então fi divide l em E[x] 
Com efeito, 
g E ( f. I 
l 
ou 
-
o em 
~ l em Klx] 
g e di 
o que e um 
absurdo pois nao é constante. Portanto Ker(IP.) == O 
l e IP i 
é injetora, ou seja, L"' K{x]/(f) C E[x]/{f.). Como os fi sao 
' irredutíveis sobre E, cada F i = E[ xl /(f. ) é um corpo extensão de 
' 
L. Cesde aue D é simples com o.::mtro L, a proposição anterior nos asse-
gur2. que D ®L Fi é sinples (r= l, ••. ,r). Logo O ®K E= D ®L (L ®K E) "' 
D @L(Fl @ ••• ID FJ = D ®L Fl E9 •.. Gl D ®L F v e port-_-mto D ®K E é semisimples. 
Reciprocamente, suponhamos que D é separável sobre K e 
suponhamos por absurdo que L nao e separável sobre K. Neste 
caso, decorre do exemplo dado no inÍcio deste parágrafo que e 
possível encontrar um corpo E extensão de K e um elemento 
nilpotente e central S E D 0KE. Consequentemente o ideal gera-
do por B em D 0KE é ni lpoten te; ou seja, D 0KE nao e semi-
simples, o que contradiz a hipótese sobre D. Portanto L -e se 
parável sobre K. • 
{2.5) TEOREMA {de Wedderburn para álgebras separáveis): Se A e 
un1a K-álgebra de dimensão finita. Então A é separável sobre K 
se, e somente se, A o M (Dll <B ... <B 
nl 
com divisão, dirnK Di < oo e Z (D. I 
' 
M (D I 
nr r 
com D. 
' 
R-álgebras 
separável sobre K {i=l, ... ,r). 
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DEMONSTRAÇÃO: Suponhamos A separável sobre K. Logo A e se-
ruisirnples. Portanto p, = ,.. (01) <!> ••• <I> 
nl 
M (D ) com 
nr r 
o. 
' 
K-álge-
bras corr• Civisão e dimKDi < ""• Como A é separável, para todo 
corpo E C'ontendo e 
semisimples, donde segue-se que M (0.) ®E = M. (O. ®KE) 
ni 1 K ni 1 
é 
semisimples e consequentemente Di ®KE é semisimples (cf. pro-
posição 1.9). A proposição 2.4 acima nos garante, então, que o 
centro Z(Di) de Di é separável sobre K. 
Reciprocamente, suponhamos que A = M (Ol) <!> • • o <!> M (O ) 
nl n r r 
com D. R-álgebras com divisão, dirnK D. < 00 e z (o. ) separa 
' 
1 1 
vet sobre K (i'-'-'1, ... ,r). Então D. . separável sobre (c f. e K 
' 
proposição 2.4) i ou seja, para todo corpo E contendo K 
Di ®KE e semisimples (i=l, ..• ,r), e consequentemente A ®KE 
é semisimples. Portanto A e 
separável sobre K. • 
(2. 6) COROLÃ.RIO: S·eja A uma K-álgebra comutativa de dimensão 
finita. Então f., é separável sobre K se, e somente se A :::: 
= L1 ffi ••• ffi Ln onde os Li sao corpos extensões finitas e sep~ 
ráveis de K. 
Terrnj naremos este parágrafo apreE:-entando uma caracteriza -
çao de álgebra separável sobre um corpo que permite a extensão 
natural dessa noção ao caso de anéis comutativos. 
Dada uma K-álgebra A, denotamos por A0 a K-álgebra opos 
ta de A1 isto é, A
0 
:::: {x0 ! x E A} munido das operaçoes: 
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o o o 00 o 
x + y = (x + y) e x y = (yx) Indiquemos por A e= A ®KA 0 
a assim chamada átgebna envolvente de A. Podemos ver A corno 
um A8 -módulo à esquerda via a ação: o (x 0 y ) a = xay para todo 
a,x,y E A. 
A aplicação multiplicação o ~:AxA-----+A definida por 
o tP (x,y ) = xy e obviamente R-bilinear e portanto induz urna apli:_ 
cação K-linear, também indicada por cp, de em A, dada 
n 
por ~ ( I 
i=l 
X, 
1 
n 
I 
i=l 
x.y. 
1 1 
• Esta aplicação <P e obviamente 
sobrejetora, pois para todo x E A, o <jl(x ® 1 ) = x. Além disso 
parã qualquer a,b,x,y E A temos o o ~((a®b)(x®y))= 
= ~(ax ® (yb) 0 ) = (ax) (yb) = a(x y)b = (a 0 b 0 ) (xy) = 
= (a ~ b 0 ) " ( x ~ y 0 ) t " - t ·"- e l · .. ~ o que mos ra que ~ e arr~em A - 1near 
Portanto temos a seguinte sequência exata de A8 -módulos à es-
~ 
quer da ---A--0 onde J(A} =Ker(~). 
(2. 7) TEOREMA: Seja A uma K-álgebra de dimensão finita. Então 
A é separável sobre K se, e somente se, a sequência exata de 
Ae-môdulos à esquerda 
$ 
O --- J(A) - Ae -----A_... O cinde. 
Para a demonstração deste teorema necessitamos do seguinte 
lema. 
( 2 • 8) LEMA: Seja A uma K-álgebra de dimensão finita. Então A 
e separável sobre K se, e ~.omente se, existe um corpo E ex-
tensão de K tal que A ®KE = E e ... e E onde E =M (E) • 
nl n n. ni r 1 
30 
DEMONSTRAÇÃO: Suponhamos A separável sobre K. Seja E um cor 
po algebx_icamente fechado contendo K. DaÍ A ®KE 
D(r) onde D(i) 
n 
-e semisim -
ples e portanto são álge-
r 
bras com divisão e de dimensão finita sobre E S . d' D(i) . e]am 1"\ , 
= m. < 00 
1 
, i=l, ... ,r. As~im, para todo 
mi 
,l,x, ... ,x 
são linearmente dependentes sobre E, ou seja, existem 
a , .•. ,am E E , não todos nulos, tais que 
o i 
= 
= O, o que significa que x é algébrico sobre E, acarretando 
D (i) C E C (i) ' x E E. Isto mostra que D , ou seJa, 
(i=l, ... ,r) e portanto 
Reciprocamente, seja E um corpo extensão de K tal que 
ffi ••• ffi E 
nr 
Seja F um corpo arbitrário extensão dE 
K e mostremos que A ®KF e semisimples. Consideremos o corpo 
EF =(E ®KF) para algum ideal maximal M de E 0KF. Como 
M 
E .. E ®KK C E ®KF e a restrição c a aplicação canônica 
E ®KF 
-
EF a E e injetiva (pois se o 
" 
X E E e tal que 
@ l E M então l ® l (x -1 @ l) (x @ l) EM ab-X = o que e um 
surdo) , consequentemente, EF contém E. Analogament-e EF con-
têm F. Agora 
® EF " (EF) E n 1 "' . . . "' 
(EF) , 
nr 
ou seja, 
A &KEF e semisimples. Por outro lado, A 0KEF ~ (A ®KF) ®FEF e 
se A ®KF tem um ideal nilpotente nao nulo I €ntão I ®FEF 
é um ideal nilpotente não nulo de A ®KEF o que contradiz a 
conclusão acima. Portanto A 6KF é semisimples. • 
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DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA: Suponhamos A sepz.rável sobre K. Con 
sequentemente A0 é também separável sobre K. Então o lema 
2.8 nos garante que existem 
qt1e A 0\E , E <ll • • • <ll E 
nl nr 
de remos agora o corpo EE' 
de E ®KE' • Desde que EE' 
, (EE ') 
nl 
corpos E e E' 
e Ao ®E' , E' K ml 
, (E ®KE? para 
M 
contém E e E' 
contendo K tais 
& ••• $ E I . Consi-
m, 
algum ideal maximal 
terr:os A ® EE I ~ 
K 
, (EE') al ••• al 
ml 
(EE ') m 
s 
e, consequentemente 
M 
(A0 ® EE') , 
K ( (EE ') al ••• <ll (EE') ) I!EE' ( (EE') E11 nl nr :ml 
•••••••••••. m (EE')m
8
) 
(EE') <ll ••• <ll (EE') n m1 n m Y r s 
e portanto 
al ••• <ll(EE') 
n m 
' s 
(i) • • • <ll 
é uma K-ál-
gebra separável. Em particular Ae e semjsimples e consequent~ 
mente toda sequência exata de e -A -modulas a esquerda 
O- M' --+ M--+ M" -----+-O cinde {cf. Teorema 1.26) Em 
particular, a sequência exata O ___,.... J (A) ----+ 
e ~ 
A-
cinde. 
Reciprocamente, suponhamos que a seql.<ência exata de e -A -mo 
~ 
dulos à esquerda O ---+ J(A) ___,.... Ae----+ A--+ O cinde. Mos 
tremns que A e separável sobre K, verificando que B = A ®KF 
é semisimples para todo corpo F extensão de K. Observemos 
que Be = B ® Bo , (A ®KF) ® (Ao ®KF) " (A ® Ao) ®KF , A e ®KF. F F K 
Denotemos por ~· = ~ ® l ' Be ~ B. Como a sequência exata 
A e ~ o - J(A) 
-
~ A ~ o cinde, existe uma aplicação 
A e-linear 
' 
: A......._ Ae tal que ~ o ' = idA_ . Seja 
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e - e . B--+ B . Claramente ~· e B -llnear tal que 
~· o~· = idB . Seja • ' ( l) = com x. ,y. E B. Logo 
' ' 
t 
~ xiyi = l. Para mostrar que 
i:=::l 
B e semisiroples, basta verifi-
car que se N c M sao E-módulos à esquerda então N é somando 
direto de M {cf. teorema 1.26). Para toda aplicação K-linear 
f: M ---+ M e para todo x,y E B, definimos (x 0 y 0 )f como 
sendo a aplicação R-linear de M em M dada por (x ® y0) (f) (m) = 
= xf(ym) para todo rn E M. Como M,N são E-módulos e B é uma 
R-álgebra então M,N ~:ao R-espaços vetoriais e consequenteme~ 
te N é somando direto de M como R-espaços vetoriais. Seja 
n: M---+ N a projeção canônica e denotamos por n' = ~'(l)n. 
Como TI = i~ sobre N então para todo n E N temos que 
t t t 
Tr' (n) ( !; ® o !; xin(yin) !; = X, y.)TI(n) = = xiyin = n. Por-
i=l ' ' i=l i=l 
tôr..to Finalmente, para cada b E B e para todo 
m E M temos 1T • (bm) o o b )TI' (m) = (1 ® b )O' (l)TI(m) = 
=o' ((l ® b 0 ) .l)TI(m) ® 1°) .l)TI(m) = (b ® 1°),' (l)rr(m) 
= {btHO) 1T 1 (m) = b1T' (m), ou seja 7T 1 é B-linear. Consequente 
mente 1T 1 e uma projeção B-linear de M em N e portanto N 
é somando direto de M como B-módulo à esquerda. Isto mostra 
que B e semisimples. 
• 
(2.9) OBSERVAÇÃO: As afirmações: 
(i) A sequência exata 
e f> O ~ J(A) ---+A ~A 
de e • A -modulas a esquerda 
---+ O cinde. 
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(ii) A é um Ae-módulo projetivo 
sao equivalentes (como veremos no próximo capítulo) . Assim, con 
siderando o Teorema 2.7, podeBOs afirmar que urna K-âlgebra A 
é separável se, e somente se, A é um Ae-módulo projetivo. 
§3. SEPARABILIDADE E DERIVAÇÃO 
Sejam K um corpo e F uma extensão finita de K. Sabe-
mos que F e uma extensão separável de K se, e somente se , 
cada elemento a de F e raiz simples de seu polinômio minimal 
{ mônico irredutível) m E K[x], se, e somente se, 
a 
a nao 
raiz de m1 , onde m' denota a derivada formal de m 
a a a 
e 
o resultado acima nos dá um critério para se decidir sobre 
a separabilidade de extensões finitas de um dado corpo, via a 
noção de derivada. O que veremos a seguir, neste parágrafo, e 
uma generalização do conceito da derivada e consequenterrente uma 
nova formulação do resultado acima. Esta nova formulação nos 
permitirá a extensão desse resultado as álgebras de dimensão fi 
nita sobre corpos. 
(3.1) DEFINIÇÃO: Sejam F c L extensões do corpo K. Uma K-de-
~~vação de F em L é uma aplicação R-linear D : F --+ L tal 
que D(xy) = D(x)y + xD(y) para todo x,y E F. 
(3.2) EXEMPLOS: 
1) A aplicação K-linear nula de K em K. 
2) Sejam car(K) = p, p primo, a E K tal que a ~ Kp e 
F = K[xJj . Desde que a derivada usual d : K(x] ---+ K[xJ 
(xp-a) 
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se anula em (xp - a), ou seja Ker(d) ~ (xP - a), então ela 
induz uma R-derivação D : F---+ F dada por Df = df. Clara-
mente D é não nula. 
( 3 • 3) PROPOSIÇÃO: Sejam F C E C L E· X tensÕes de K tal que E 
- extensão finita separável de F. Então cada K-derivação e uma e 
D de F em L se ex tende de maneira Única a uma K-derivGção 
D de E em L. 
DEMONSTRAÇÃO: Desde qt:e E = F(a) para algum a E E (pois E 
é extensão finita e separável de F), seja f(x) = 
n 
= L 
i=O 
o polinômio minimal de a sobre F. Seja D 
uma R-derivação de F em L e suponhamos inicialmente que D 
e a sua extensão a E. Então temos 
n i n i-1 
= L í5(a1 )a + L a. ia Õ(a) i=O i=O l 
= t 0 (a) + f' (a)5(a), onde 
= 
o = 
n 
L 
i=O 
n 
L 
i=l 
D(f(a)) = 
i 
D(ai)a + 
e 
n ~ i 
L D{a.a ) = 
i=O l 
n 
. i-1-L a1 la D(a)= i=O 
f' (x) = 
n 
= L 
i=l 
. i-1 
a1 1 x . Logo, desde que f'(a) >'O, Õ(a) 
D 
=-f (a)/ 
I f' (a) 
está completamente determinado por D e de maneira única. Re-
ciprocamente, seja O uma R-derivação de F em L e mostre-
mos que D se extende à uma R-derivação D de E em L. Para 
tanto é s~ficiente considerar 
n-l 
i5 ( [ 
i=O 
n-l 
L 
i=O 
i D (b.) a + 
l 
i5 (a) D =-f (a)/f, (a) e definir 
n-l 
L 
i=l 
i-1-b, ia D(a), 
l 
quaisquer que 
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sejam b , ... ,b 1 E F, Evidentemente o n- é K-linear de F em 
L, DIF = D e D(xy) ~ Ô(x)y + xD(y) para todo x,y E E. 
• 
(3.4) TEORE~A: Seja F uma extensão finita de K. Então F e 
separável sobre K se, e somente se, toda R-derivação de F em 
F é nula. 
DEMONSTRAÇÃO: Suponhamos inicialmente, que F e separável so-
bre K e seja D uma R-derivação de F em F. Como o (li ~ 
~ D(l.l) = D(l) + D(l) ~ 2D(l) então D(l) = O e consequent~ 
mente D(Ã) = ÀD(l) = O para todo À E K. Logo o e a aplica-
çao R-linear nula de F em F extendem a derivação nula de K 
em K, donde segue-se que D = O (cf. Proposição 3.3). Recipro-
camente, se F não é separável sobre K, decorre da teoria de 
corpos que car(K) = p, pz.ra algum primo p, e que é sempre pos 
sivel encontrar um subcorpo E de F, que contém o fecho sepa-
rável de K em F, ·satisfazendo e [F : E] ~ p. Além 
disso, F " E[xJj (xp -a) 
para algum a E E \ Ep. De acordo com 
o exemplo 2} dado em (3.2} concluímos que existe uma E-deriva 
çao (e, conseguentemente, também R-derivação) não nula 
D : F---+ F, o q~e e urna contradição. Portanto F é separável 
sobre K . 
• 
consideremos, agora, A uma K-álgebra e M um A-bimódulo, 
isto é, M é um A-módulo à esquerda e à direita e, (ax}b =a(xb) 
para todo a,b E A. Adrr.itiremos sempre que Àm = mÀ para todo 
À E K. Uma R-derivação de. A em M é uma aplicação K-linear 
o :A- M tal que D{ab) =aD(b) +D{a)b para todo a,b E A. 
Jb 
(3.5) EXEMPLOS: 
1) Toda K-derivação de F em L, onde F C L sao exten-
soes do corpo K. 
2) Para cada m E M, a aplicação d : A ---7 M dada por 
m 
a (a) = am-ma para todo a E A é uma R-derivação chamada Ve~~ 
m 
vaç_ao inte.JtioJL. Naturalmente-, se A . e comutativa e M ' e um 
A-módulo (isto é, ax = xa p.::.ra todo x E M e para todo a E A) 
então am = O para todo m E M. 
3) Seja ~ : Ae ---+ A o homomorfismo de Ae-módulos a es-
guerda . Como J(A) ~ Ker(~) e um 
Ae-módulo a esquerda então J(A) e um A-bimôdulo via as açoes 
o 
xa ~ (1 ®a )x para todo x E J(A). A apli-
caçao O :A ---7 J(A) dada por O(a) =a® 1° o 1 ® a , para 
todo a E A, é uma K-derivação de A._Logo uma R-derivação D de 
A em alguro A-bimÓC,ulo M . e interior se, e somente, se existe 
m EM tal que O{a) = 6 (?)m para todo a E A. Par·a tanto bas-
ta notar que todo A-birnódulo M é um o • -A ®KA -modulo a esquerda 
via a açao (a @ b"-x = a xb para todo a,b E A e para todo 
x E M. 
(3.6) OBSERVAÇÕES: 
1) o conjunto das K-derivações (De~rK(A,M)) de A em M 
claramente um K-módulo. 
. 
e 
2) Com as mesmas notações dos exemplos anteriores umos que 
n 
Aô (A) = J(A). Com efeito, seja x E Aô (A). Então x~ E a. o(b,) 
i=l ]. .... 
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com a. ,b. E A. Mcs 
1 1 
a.6(b.) =a. (b. ® 1°- 1 ® 
l l l l 
o 
b.) 
' 
= a.b. @ 1°-
1 1 
- a. 
1 
X = 
= 
® b0 E J (A) , ou 
1 
seja, x E J(A). Reciprocamente, 
n n 
I a. ® bo E J (A) • Então X = I ai (1 0 b". - b. 
i=O 1 1 i=l 1 1 
n 
L a. 6 (b.) E A6 (A) • 
i=l 1 1 
seja 
0 lo) = 
(3.7) TEOREMA: Seja A uma K-álget:ra de dimensão finita. Então 
A é separável sobre K se, e somente se, toda R-derivação de 
A (em qualquer A-bimódulo M) é interior. 
DEMONSTRAÇÃO: Suponhamos, inicialmente, que A é separável so-
bre K. Ertão a sequência exata de Ae-módulos à esquerda 
O --+ J (A) ------7- e ~ A- cinde (cf. teorema 2.7).Logo 
existe uma aplicação Ae-linear h A ---+ Ae tal que ~ o h = 
= idA. Seja e=h(l)= 
n 
L 
i=l 
X. 
1 
0 y~ E Ae . Claramente ~(e) =l. 
oa observação 2) de (3.6) decorre que J(A) é um ideal de Ae 
l d f a lo - lo d gerado por e ementas a arma a ~ a ® para to o 
Além disso, para todo a E A, (a 0 1°)e = (a 0 1°)h(l) = 
o (l 0 a )e 
a E A. 
Sejam M um A-bimódulo, D A~ M uma R-derivação e 
n 
consideremos m L xiD(yi) E M. Então, para todo a E A, te-
i=l 
n n n 
mos am - ma ~ E axiD(yi) - E xiD(yi)a = L axiD(yi) -
i=l i=l i=l 
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n 
L 
i=l 
x.D(y.a) + D(a). Por outro lado, notemos que a 
l l 
aplicação 
o o ~ :A x A ---+ M, dada por ~({a,b )) = aD(b) e K-bilinear e, 
consequentemente, induz uma aplicação K-linear ~ : A 0KA0 --+ M 
n 
tal que L 
i=l 
o 
a.D(b.). Assim, desde que (a 0 1 )e= 
l l 
n n 
o L o L o = (l ® a ) e ou ax. ® yi = X. ® ( y. a) obtemos 
i=l l i=l l l 
n n n 
o L o L ax.D(y.) ' ( L ax. ® y i) = ' ( X. e (y i a) ) ou = i=l l i=l l i=l l l 
n n 
= I xiD{yia) 
i=l 
e consequentemente am -ma = r axiD(yi) -
i=l 
x.D{y.a) + D(a) = D(a), para todo 
l l 
a E A, o que rrostra que 
o é uma derivação interior. 
Reciprocamente, suponhamos que toda derivação de A (em qua_! 
quer A-bimódulo M) e interior. Seja A e = A 6 A0 K visto como 
A-bimódulo via o (bc) 0 o as açoes (a®b)c= a ® - ab ® c e 
c(a ® b o) = c a ® bo para todo a,b,c E A e consideremos aapl~ 
I<- linear a e dada por a (a) 1 ® o caçao : A~A = a . Desde 
que a (bc) = l ® (bc) 0 = (l ® b 0 )c + b(l ® co) = a (b)_c + ta(c), 
n 
- K-deri v ação portanto, existe L o vemos que a e uma e, e= x, ® y. 
i=l l l 
E A e tal que a (a) = ae-ea para todo a E A. Logo temos 
n o n n o l o L o L ® a ~ E ax. @ yi - x. !I (y i a) + xiyi ® a para 
i=l l i=l l i=l 
todo a E A. Em particular, para a = l temos 1 ® lo 
n n n n 
" 
o 
" 
0 
o L lo L lo = X. 0 yi - X. yi + x.y. ® = xiyi ® 
i=l l i=l l i=l l l i=l 
n n 
4 ( o lo) donde segue-se que L x,y. = L X. 0 yi) = 411 ® l. 
i=l l l i=l l 
n 
Portanto, voltando igualdade l .. o :L 
"' 
o 
a a = ax. yi -i=l l 
n n n 
o L o o L X. ® (y. a) + xiyi ® a 
' 
obtemos L ax. ® yi = 
i=l l l i=l i=l l 
n 
o 1°)e o = L X. ® (y i a) ou, equivalentemente, (a 0 = I l 0 a )e 
i=l l 
para todo a E A. Agora seja h : A~ A e urna aplicação dada 
h (a) (a o h(a + b) + h (b) por = 0 l ) e. Claramente = h (a) para 
te do a,b E A, 4 o h - idA . Também para tc.do a,b,c E A te-
o 
= h(acb) (acb 1°)e (ac l 0 ) (b l 0 )e mos h((a ® b )c) = ® = ® @ = 
= (ac 0 1°) (1 0 b 0 )e = (ac 0 b 0 )e = (a 0 b 0 ) (c 0 ! 0 )e = 
= {a® b 0 )h(c), ou seja, h é A8-linear e portanto a sequência 
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exata -A----+-0 cinde. Consequenteme~ 
te A e separável sobre K (cf. Teorema 2.7). • 
{3. 8) COROLÃRIO: Seja A uma K-álgebra de dimensão finita e 
comutativa. Então A é separável sobre K se, e somente se 
toda R-derivação de A (em qualquer A-módulo M) é nula. 
CAPÍTULO II 
ÁLGEBRAS SEPARÁVEIS 
Este capítulo é todo dedicado ao estudo da noçao e pro-
çriedades da separabilidade sobre anéis comutativos. 
Em todo o capítulo, a letra R denotará sempre um anel 
comutativo com elemento identidade. 
Com intuito de evitarmos sermos repetitivos , assumiremos 
aqui a mesma notação e terminologia utilizadas no capítulo I. 
§l. DEFINIÇÃO E EXEMPLOS 
(1.1) TEOREMA: Seja A uma R-álgebra. Então às seguintes oon-
dições são equivalentes: 
i) A é um A e -módulo a esquerda projetivo 
ii) A sequência exata de Ae-módulos à esquerda 
O - J(A) - A e~ A--> O cinde 
iii) existe e E Ae tal que ~(e) ~ 1 e J(A)e = O. 
DEMONSTRAÇÃO: 
i) '<=* ii) Decorre imediatamente da definição de módulo 
projetivo (ver apêndice, Prop. A-1) 
ti) => iii) Por hipótese existe um Ae-homonorfisrro h: A -+Ae 
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tal que ~o h= id. Seja e= h(l) E Ae. Logo He) ~ l. 
Para mostrar que J (A) e = O , vejamos inicialmente que J(A) e 
um ideal de Ae gerado por elementos da forma a 0 1°- 1 ® a 0 
(a E A) . Claramente a 0 1" - 1 0 a 0 E J {A) (a E A) • Por outro 
n 
b':' 
n 
lado, se ); a. 0 E J (A) então l: a. b. ~ o e oonsequen-
i=l l l i=l ~ ~ 
n n 
temente ); a. (!j bo ~ l: (a. (3 l 0 ) (l (!j bo - b. 0 lo) , ou seja, 
i=l l l i=l l l l 
J(A) é gerado por elementos da forma a 0 1°- 1 0 a 0 (a E A) 
(cf. observação (3.6) 2) do cap. I). Agora para todo a E A , 
(a 0 l 0 )e ~(a 0 l 0 )h(l) ~ h((a 0 1°).1) ~ h(a) ~ h((l0a0 ).l) ~ 
(1 0 a 0 )h(l) = (1 0 a0 ).e, ou seja, (a 01°- l 0 a 0 )e =O e 
consequentemente J(A)e = O. 
iii) ==> ii) Por hipótese existe e E A e tal que Ql(e} = 1 e 
J(A)e = O. Definimos por 
~ (1111 a 0 )e. Claramente h(a+b) = h(a)+h{b) para todo a,b EA e 
rp o h = id. Agora para todo a,b,c E A temos h((a 0 b 0 ) .c) = 
h(acb) = (acb 0 l 0 )e = ·(ac 0 1°) (b 0 1°)e = (ac 0 1°) ( 1 0 b0 ) e 
ou seja , h 
e Ae-linear e portanto a sequência 
cinde • 
(1.2) DEFINIÇÃO: Seja A uma R-álgebra. Dizemos que -A e -5 e-
pa.Jtâve..t sobre R se satisfaz uma das condições equivalentEs do 
teorema {1.1) acima. 
De acordo com o teorema (2.7) do capítulo I vemos que a 
noção de separabilidade sobre anéis comutativos é uma extensão 
natural da correspondente noção sobre corpos. 
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o elemento e E Ae verificando a condição (üi) do teorerra 
(1.1) acima é claramente um elemento idempotente 2 (e -e=(e-l)e 
E J(A)e = 0) chamado i_dempote.n;te_ de. llepa!Labi.tidade de A. Por-
tanto A é separável sobre R se e somente se possui um idempo-
tente de separabilidade. Esse idempotente em geral não e úni-
co (cf. exemplo l. 3 f) abaixo). Contudo, se A for comt1tativa 
o idempotente de separabilidade é único, pois se 
(l. 3) EXEMPLOS: 
a) R é claramente separável sobre R. Mais Jeralmente, um 
d t d - · d R, Rn -_ R x pro u o e coplas e x R e separável sobre R. 
b) Seja U c R um sistema multiplicativo de R. Então R0 
é separável sobre R, pois neste caso a multiplicação ~ e um 
isomorfismo. Em particular, Q é uma ~-álgebra separável. 
c) A = com p primo, e uma ~-álgebra separável. 
Novamente, aqui, a multiplicação cp: ::Z/p Zl ®Zl ::Z/p Zl --4 ~ /pZl 
é um isomorfismo. 
d) Sejam R = ZG [ 1- :i I e A =11 w I onde w e uma • ralz 
terceira primitiva da unidade. A é uma R-álgebra separável cujo 
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idempotente de separabilidade e dado por 1 0 1 + 1 0 w - w 0 1 
' e) A= JR Eil JRi Eil mjm IR.k , a R-álgebra de quaternios e 
uma R-álgebra separável. Um idempotente de separabilidade é dado 
por e = __!._ ( 1 0 1° - i 0 i 0 - j 0 j 0 - k 0 k0 ). 4 
f) A álgebra das matrizes n x n , M (R) , à coeficientes n . 
em R é separável. De fato: sejam e .. as matrizes 
1] elernenta-
n 
res. Seja e = L e .. 0 e. . para j fixo entre 
i=l 1) Jl 
n 
~(e) l:e .. e .. = 
i=l l.J Jl. 
n 
L: e .. = 
i=j 11 
n 
1 ' e 
" (ek,e .. 0 
i=l "" l.J 
para todo 
l e n. Então 
k e ~ ' 
- ekj 0 ejt =O. Desde que os ekt geram Mn (R) como R-módulo, 
isto mostra que J (Mn (R)) e = O. Portanto Mn (R) é uma R-álgebra 
separável e e e o idempotente de separabilidade. 
g) Seja G um grupo finito cuja ordem n e uma unidade 
em R. Então a álgebra de grupo R[G] é uma R-álgebra separável. 
Com efeito, tomando 1 l: -l R[ G] e ~(e)= 1, e=- x<'lx em temos n xEG 
todo y E G (y 0 1)e l -1 l 
" z 
-1 
e para 
' 
=- L~x0x = o z y = n . n xE xE·G 
=(1 0 y)e. Portanto R[G] é R-separável e e e um idempotente de se-
parabilidade. 
h) Sejam f E R{XJ um polinômio mônico R[X] e A = - = R[x] oom 
<f) ' 
x =X+ (f}. Se f 1 denota a derivada formal de f e f 1(x) é inver-
sível em A, então A é separável sobre R. Em particular se K é 
um corpo e f E K[X] é um ~olinômio separável sobre K então 
K[X] /(f} e separável sobre K . De fn.to, sejA.m f(x)= a 0 x"'+ 
• • +- alft e 
fn-l (x) 
0 l + + 
f 0 (x) 0 n-l e ~ ... X 
f • {x) f' (x) 
k-l 
+ + o < k < Notemos a 1x ak n . ' -
x fn-l (x) 
f' (x) 
x f
0 
(x) 
0 l + ..• + 
_.5L_ 0 xn = 
f' (x) 
f' (x) 
-l 
f' (x) 
onde 
f que 
n 
onde 
44 
fk (x) k = a X + o 
- X f =a 
n-1 n' 
f
0 
(x) 
f' (x) 
+ a ~ n Por 
outro lado , como e(x 0 l) = fn(x)- an 0 
f 1 (x) - a 1 1 + n- n- 0 x 
+ ... + 
fz(xl - a2 0 xn-2 + 
f' (x) 
e(l 0 x) - e(x G li = -l 
f' (x) 
f' (x) 
fl(x) - al l ® xn-
f' (x) 
a I + 
n 
f' (x) 
temos que 
a 
--'n'- ® l + 
f' (xl 
n-l 0 x = O . Agora tenos que ~(e I = 
f' (x) f' (x) 
l 
= 
f' (x) 
(fn-l (x) + fn_ 2 (x) x + •.• + f 0 (x) xn-l) e notando que 
f n-l (x) n-l + n-2 + + ~ a0 x a 1x ... a n-l 
fn_ 2 (x)x 
n-l n-2 
+ + = a ox + a 1x ... a 2x n-
f 2 (x)x 
n-3 n-l 
+ 
n-2 
+ 
n-3 
~ a X a 1x a 2x o 
f 1 (x)x 
n-2 n-l n-2 
~ a 0 x + a 1x 
f (x)xn-l n-l ~ a X 
o o 
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temos que f • (x) == fn-l (x) 
tanto rp{e) == 1. Portanto 
+f 2 (x)x n-
n-1 + •.. + f (x) x e :pJr-
o 
R[x]'/ e separável e 
(f) 
e é um idem-
potente de separabilidade 
§ 2. PROPRIEDADES: 
Uma das primeiras propriedades que gostaríamos de observar 
e a seguinte: 
No exemplo 1.3 b) acima vemos que uma álgebra separável 
sobre um anel R nao e necessariamente livre como R-módulo e 
muito menos finitamente gerada. Contudo, no caso de R ser 
corpo, uma R-álgebra separável é necessariamnte de dimensão fi-
nita como R-espaço vetorial, conforme Proposição abaixo. 
(2.1) PROPOSIÇÃO: Seja A uma R-álgebra separável. Se R for 
um corpo então dimR A < 00 
DEMONSTRAÇÃO: Se R é corpo, então A e A0 sao 
vetoriais sobre R. Sejam {xi} i E 1 uma base de 
uma base de 
Todo elemento de 
o HorrR (A , R) definida por 
é claramente da forma a = E 
iEI 
espaços 
e 
f. (a)x. , , 
onde fi(a) =O exceto para um número finito de i's. Identi-
ficando A ®R R com A, podemos considerar { 1 0 fi} i E I corno 
base de HoiiA(Ae,A) e {1 ® xi}iEI como base de Ae sobre A. 
Logo para todo x E Ae temos que x = E (l Bl f.) (x) (l G x 1 l. iEI 1 
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Sejam $: A e ---.A a aplicação A e-linear dada pelo produto e 
e E Ae tal que ijl(e) = 1 e J(A)e = O. Então temos, para tocb 
a E A a= ~((l 0 a 0 )e)= ~(L (l 0 f.)((l Ql a 0 )e) (l 0 x.)) 
iEI l.. l 
= 
L (ll1lfi)((l0a0 )e)xi pois 
iF.I 
Canse-
quentemente, {i E I : (l Ql fi) ( (l 0 a) e) f' O) C J = {i E I : 
(1 13 fi) {e) 'I O} e este Ultimo é finito e independente de a. 
Então a = l:(l®f.)((l® 
J 
e cx:>nsiderando 
n o 
e= I a. @b., 
temos 
a = L ( l 
jEJ 
n 
n 
L a. 0 
i=l ~ 
o b.) X. = 
l J 
n 
i=l l l 
= L (l <'! f.) ( L ai <'! (bi a) 0 ) xJ. = 
J i=l 
L (a. 
i=l ]. 
jEJ 
e f.{b.a))x. = 
J l J jf.J 
n n n 
L o L a.f (b.a)x. L f. (b, a)a.x .• = (a,f.(b.a)®l)x. = = 
i=l ]. J l J i=l l j l ) i=l J l. l J 
j<=J jEJ jEJ 
Isto mostra que o conjunto finito {aixj : i = 1, ... ,n , j E J} 
gera sobre R e consequentemente gera A sobre R. Isto 
significa que < 00 
• 
Damos a seguir o análogo para anéis do teorema 3.7 doca-
pítulo I. 
Recordamos, antes, as noções de derivação e derivação in-
terior vistas no §3 do capítulo I. 
it_~ --·i ;( I('? ' .. l 
nm• , 'Jli:. 
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Sejam A uma R-álgebra e M um Ae-módulo ou, equivalen-
temente, um A-bimódulo. Uma R-derivação de A em M e uma 
aplicação R-linear d: A ~ M tal que d(ab) = d(a)b + ad(b), 
para todo a,b E A. Dizemos que d e interior se existe mEM 
tal que d(a) = am - ma = o(a)m • onde 6 : A-> J (A) e a R-
derivação dada o (a I ® lo- l ® o Denotarros I_X)r Der R (A,M) por = a a . 
o R-módulo das R-derivações de A em M. 
(2.2) TEOREMA: Seja A uma R-álgebra. São equivalentes: 
i) A e separável sobre R 
ii) Toda R-derivação de A (em um Ae-módulo) e interior. 
Para a demonstração deste teorema necessitamos da seguin-
te proposição. 
(2.3) PROPOSIÇÃO: Sejam A uma R-álgebra e M um A-bimódulo. 
Então o homomorfismo <P: Hom (J(A), M) -> DerR (A,M) 
A e 
definido 
por f ~ f o & é um isomorfismo tal que as derivações in te-
riores correspondam as aplicações Ae-lineares de J(A) em M 
que se extendem à A e. Se, além disso, A é comutativa e se 
M é A-módulo, a mesma aplicação induz um isomorfismo de 
Ho "\>. (J (A) I 2 , M) em Der R (A, M) • I J (AI 
DEMONSTRAÇÃO: Mostremos, inicialmente, que ~ é bijeção. Ela 
e injetora, pois f o O =O se, e somente se, f o O (A) =O se, 
e somente se, Af(O(A)) = f(AO(A)) = f(J(A)) =O se, e somen-
te se, f = O. Agora, para mostrar que ~ e sobre seja 
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D: A ~ M uma R-derivação. Definimos a aplicação 
por f(a ® b) ""-a D(b). Claramente f e R-linear e f(ó(A))"" 
=fia0 lo- 1 0 a")= -aD(l) + lD(a) = D(a) pois Dia) = D(a) + 
aD (l) (a E A) • Agora mostremos que e 
e li . . A - near; para 1sso seJa 
f restrita a J(A) 
n 
E a. 0 b~ E J (A) . e 
i=l }_ l 
n n 
=f( I xa. ®(biyf= -I xa. D(b.y)= 
i=l l i=l l 1 
Então f I (x 0 
n 
=- I xa. (D(b.)y + b. D(y)) 
i=l 1 1 1 
n 
=- E xa.D(b. )y -
i=l 1 l 
n n 
I xaiD(bi)y 
i=l 
por outro lado, (x ®y 0 )f ( L: ai ® bf) = 
i :=1 
n 
= (x 0 i') I- " 
i=l 
a.D(b.)) = 
l l 
-(x 0 
Agora, se D e inteira então D (a) 
e definindo f: A e ~M por fll 
"' 
; o(a)m 
l"l = m 
n 
=- l: xa.D(b.)y. 
i=l l l 
para algum mE M, 
temos que f(D(n))= 
fia 
"' 
f- l "' ao)= am - ma Reciprocamente, se f e definida 
sobre 
Finalmente, se A e comutativa e M um A-módulo, defi-
ninas ~: Ho"'J, (J (A)/ 2 J (A) 
M) 
=f o rr onde rr: J(A) ~ J(A) I 2 J (A) 
Hoilot e(J(A),M) 
A 
por ~ (f) 
Segue imediatamente de 
a 0 b = ab 0 1 - a (l 0 b - b 0 1) que f o n e um Ae-homomor 
fismo. A aplicação -e injetiva pois é sobre . Para rrostrar 
que ~ é sobre, é suficiente notar que um Ae-hornomorfismo 
f:J(A}_.M é nulo sobre J{Af. De fato, 
í'((a 11- lll a}(blll- l 11 b}} = aí'(b i! l- l 8 b} 
• 
- f(b 11 1 - 1 ôl b}a = O , Logo 'I' e um isomorí'ismo e conse-
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quentemente 
DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 2.2 (compare com a demonstração do Teo-
rema 3.7 do capítulo I) 
i) => ii) Por hipótese, a sequência exata de A8 -módulos 
O ---+ J(A) --> Ae -+ A -+ O é cindida. Logo considerando 
que HomA8 (-,M} comuta com soma direta finita, obtemos que a 
sequência o -+ Ho_m (A,M) A e -+ Hem. (A
8 
,M) -+ Ho:m (J(A) ,M)-+ O 
Ae Ae 
também é exata (e cinde), para todo A8 -módulo M. 
Notemos que HomA8 (J(A) ,M) ~ DerR(A,M) corno R-módulos, 
via a aplicação f -+ f o O (c f. Proposição 2. 3 acima) . Por outro 
lado, é fácil ver que Hom e (A8 ,M) ~ M como R-módulos,· via as 
A 
aplicações f~ f(l 0 1°) e m-+ (fm: a 0 b 0 -+ amb). Assim, 
reunindo essas afirmações, vemos que existe uma aplicação so-
brejetiva dada por e, desde que, 
(fm o 8) (a) 
M -+ Der R (A,M) 
o 
= fm (a 0 l - l ® a"l= am- ma= 8(a)m para todo 
a E A , concluimos que toda R-derivação de A em M e inte-
rior. 
i i) -= i) Se toda R-de ri v ação de A é interior, em par-
ticular, 8: A~ J(A) é interior e portanto existe x
0 
E J(A) 
tal que 8 (a) :::;: 6 (a)x
0 
para todo a E A. Definimos 1f:.A~J(A) 
como 
= X o 
~(8(a)) 
sendo o homomorfismo de A e-módulos dado por ~P(l 01°) = 
Considerando que J (A) é gerado por { 6 (a) : a E A} e que 
todo a E A , a sequência exata O ~ J (A) 
ô (a) x,= ô (a), para 
--'lo- Ae t_ A ~ O 
cinde e portanto A é separável • 
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(2.4) COROLÂRIO: Seja A uma R-álgebra comutativa. são equi-
valentes: 
i) A é separável sobre R 
ii} Toda R-derivação de A e nula 
iii) J(A) - J(A) 2 
A separabilidade mantém-se via soma direta e produto di-
reto. 
(2.5) PROPOSIÇÃO: Sejam A e B R-álgebras separáveis. Então 
e A 11 B são R-álgebras separáveis. Além disso, cen-
tro (A ®R B) - centro (A) ®R centro (B) • 
DEMONSTRAÇÃO: Sejam <PA: A e --+ A e 
A e-lineares e Be-lineares dadas pelo produto. Clararrente (A 0R B)e:::: 
,J>..e 0R B8 • Seja o seguinte diagrama comutativo 
Hom (A,Ae) 
A e e> R 
1 
~1 
onde ~· A e ~· B -sao as induzidas de ~A e <PB , respectiva-
mente, e as aplicações verticais sao isomorfismos (ver Apêndice, 
Prop. A-9) • Como ~· A e ~· B sao sobrejetivas (ver Apêndice, 
Prop. A-1) então ~· A ® q,;. é sobrejetiva e consequenterrente 
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~ é sobrejetiva, ou seja, A ®R B é separável sobre R. 
Observando que Horn {A,A) :::: centro {A) , via as aplicações A e 
f~f(l) e a -+ f : x -+ ax , a afirmação sobre o centro de 
a 
{A ® B) decorre do segundo isomorfismo vertical do diagrama 
acima. 
Finalmente, provemos que A x B é R-separável. Para isso, 
e suficiente mostrar que a sequência exata o -+ J(A X B} 
A X B ~ o cinde, onde a aplicação e dada 
pelo produto. Notemos que 
Por hipÓtese existem aplicações h • A. A ~ A e e 
hB: B -+ Be tais que cjlA o hA = id e ~B o hB = id Obser-
vemos que ~ restrita a Ae -e tPA e que ~ restrita a Be e 
~ (A x 8) e de modo natural. 
Seja a inclusão a aplicação 
h ""' i o (hA x hB). Claramente h e (A x B)e-linear. MJstrenos 
que ipo h = id. Com efeito, (lfl o h)(a,b) = tP o i o {hA'~) (a,b)::: 
= ( ~ o i) (hA (a) ,hB (b)) = ~(hA (a), hB (b)) = (a,b). Portanto A x B 
é R-separável • 
A separabilidade é preservada por extensão de escalares. 
(2.6) PROPOSIÇÃO: Se A é uma R-álgebra separável e S uma 
R-álgebra comutativa então A ®R S é uma S-álgebra separá-
vel. 
DEMONSTRAÇÃO: Mostremos, inicialmente, que 
De fato, a sequência exata 
J (A ~RS) = J(A)®RS. 
_t A 4 O , vista 
como sequência de A-módulos, e cindida. Como secçao podemos 
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considerar a aplicação tal que f (a) == a 0 1°. Em 
particular a sequência acima é também cindida como sequência 
de R-módulos. Considerando, agora, que 
e se -e um idempotente de separa-
bilidade para A , e imediato que e ® l é um idempotente de 
separabilidade para A ®R S • 
A recíproca da proposição 2.6 acima é válida com alguma 
hipótese sobre S. A título de ilustração damos a seguir a se-
guinte proposição. 
{2. 7) PROPOSIÇÃO: Sejam A uma R-álgebra e s uma R-álgebra 
comutativa. Se s é um R-módulo fielmente projetivo e se 
é uma s-álgebra separável então A é separável sobre 
Observemos q•1e um R-módulo S é óie..lme..n.te.. p!toje...tivo se S 
é finitamente gerado, projetivo e fiel (isto é, o anulador de 
s em R e nulo). 
Para a demonstração da Proposição 2.7 necessitamos do se-
guinte lema. 
(2.8) LEMA: Seja s uma R-álgebra a qual é fielmente proje-
tive como R-módulo. Então R é um somando direto de S como 
R-módulo. 
DEMONSTRAÇÃO: Desde que S e um R-módulo projetivo , existem 
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i E I , tais que x If.(x)x., 
iE.I 1 l 
para todo x E S , com fi (x) = O exceto para um numero fini-
to de i E I (ver Apêndice, Prop. A-1). Então, se r C R e o 
ideal de R gerado por {f(x): f E HonR(S,R) , x E S}, temos 
IS =S. Disto decorre que existe a E I tal que (l- a)S =O 
(ver Apêndice, Prop. A-2). Como S e fiel, a = 1 e portanto 
I= R. Sejam gi E Hor~(S,R} e yi E S, 1 <i< n, taisqte 
n 
L g, (y. ) = 1. A aplicação R-linear t: S -+ R dada por t(x) = 
i=l ~ ~ 
n 
L g. (xy.) e uma secção para a inclusão 
i=l l l 
i: R -+ s. Agora é 
imediato ver que R é um somando direto de S • 
DEMONSTRAÇÃO DA PROPOSIÇÃO 2.7: Desde que s -e um R-módulo 
fielmente projetivo, R é somando direto de S como R-módulo 
e consequentemente A é somando direto de A 0R S como Ae-
módulo. Como A 0R S e separável sobre S, então A ®R S e so-
mando direto de 
somando direto de 
R-projetivo e Ae é um 
como Ae ®R S-módulo. Portanto 
como 
e • A -modulo. Desde que 
e -A -modulo segue que 
A e 
s e 
é 
projetivo. Logo A -e Ae-projetivo, pois A e somando direto 
de Ae 0R S . Portanto A é separável sobre R 
• 
A separabilidade é transitiva. 
(2.9) TEOREMA: Seja s uma R-álgebra comutativa e A uma S-
álgebra. Então temos: 
(i) se A e R-separável então A e S-separável 
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(ii) se A e S-separável e S e R-separável, então A e 
R-separável. 
(iii) se A é R-separável e se A e um s-módulo fielmente 
projetivo, então s é R-separável. 
DEMONSTRAÇÃO: 
(i) Seja o seguinte diagrama comutativo 
O ----t> ker .P o ~A®RA ~ A o j i 
o ker 'fJ o -----;,A 0S A -~A o 
onde as aplicações <P e I{) sao os produtos. Como A e R-sepa-
rãvel existe uma aplicação A 0R A0 -linear h: A 
que <P o h= id. Seja f = i o h • Claramente f 
-+A 0 A0 tal 
R 
e A®A0 -li-S 
near e 'fJ o f = id . Portanto a sequência exata O -+ ker I{) -+ 
cinde, ou seja, A é S-separável. 
(ii) Desde que S é R-separável, então a sequência exata 
o J(S) s o cinde, ou seja, s e soman-
do direto de 
tificação aqui é feita via as aplicações 
a l) a0 
-
1 0 a e a0 ) - somando direto de se 0 (A 0 A0 ) e e = 
8e R 
o Finalmente, somando direto de A 0 A0 A 0R A • A e pois por R 
hipótese A -e somando direto de A 0 A0 - o 
s 
. Portanto A e A ®RA-
projetivo, ou seja, A é R-separável. 
(iii) Desde que A é R-separável, segue que A e somando 
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direto de Mas -e S 0R S -projetivo pois A 
é S-projetivo. Como A e um S-módulo fielmente projetivo en-
tão S é um somando direto de A como um S-módulo (cf. Lema 
2.8). Portanto S e seRS-projetivo, ou seja, S e R-separá-
vel • 
(2.10) COROLÂRIO: Sejam s uma R-álgebra e A uma s-álgebra. 
Se R e S sao corpos, então A e separável sobre R se, e 
somente se, A é separável sobre S e s é separável sobre 
R. 
(2.11) TEOREMA: Seja A uma R-álgebra finitamente gerada co-
mo R-módulo ou comutativa e finitamente gerada como R-álgebra. 
são equivalentes: 
i) A e uma R-álgebra separável 
ii) AP e uma RP-álgebra separável, para todo ideal primo 
P de R. 
iii) AMe uma RM-álgebra separável, para todo ideal maxi-
mal M de R. 
DEMONSTRAÇÃO: 
i) =? i i) por extensão de escalares, desde que A = R eR A p p 
(cf. P cop. 2.6) 
ii) ~ iii) e obvia 
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Para a demonstração de iii) ~ i) necessitamos do lema se-
guinte. 
(2.12) LEMA: Seja A uma R-álgebra. se A é finitamente ge-
rado como R-módulo ou A é comutativa e finitamente gerada co-
mo R-álgebra, então J(A) = ker(A®R A0 -XA) é finitamente ge-
e - l racb com:J A -modu o e A é de apresentação finita corro Ae-rródulo. 
(Observemos, aqui, que um R-módulo T é de ap!Le-&e.ntaç.ão .fr{-
n~ta se existe uma sequência exata de R-módulos: F 1~ F ~ T -+ o 
-+O onde F
0 
e F1 são finitamente gerados e F0 e livre 
ver Apêndice) 
DEMONSTRAÇÃO DO LEMA: Se J(A) é finitamente gerado sobre A8 , 
A e de apresentação finita sobre Ae, pois pela definição de 
J(A) a sequência O -+ J (A) -+ A e _!., A -+ O é exata Esta 
sequência é cinde como A-módulos a esquerda, uma secçao 
-e definido por j (a) = a ~ 1. Em particular a sequência 
acima também é cindida como sequência de R-módulos. Provemos, 
portanto, no primeiro caso que J(A) é um R-módulo finitamente 
gerado, portanto a fortiori um Ae-módulo finitamente gerado. 
No segundo caso, mostremos que se os elementos (xi)i E 1 geram 
A como R-álgebra, os elementos (xi ® 1 - 1 e xi)i E 1 geram 
J(A) como A 3R A-módulo. Sabem:Js que os elerrentos (xi ® l - 1 0 a)aEA 
geram J (A) como A ®R A -módulo (c f. demonstração do Teorema 
1.1 do Capitulo II). ~suficiente portanto provar que a® 1- 1 ®a 
é combinação linear dos elementos 
ficientes em A~ A. Por indução, é suficiente provar para 
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a = st com s,t E (xi) iEI' Mas neste caso st ® 1 - l ® st = 
(l 0 s) (t 0 1- l 0 t) + (s 0 11 (t 0 l - 1 0 t) 0 
Continuação da demonstração do Teorema 2.11. 
iii) "* i) Para todo ideal maximal M de R1 terros Ae 0R ~ = 
(A 0R A0 ) 0R ~ = (A 0R ~) ®~ (A ®R ~) 0 = "M 0 ~ = A~ . Seja 
~:A~ 1AM a aplicação induzida por <j>: A e-+ A. Sejam if': HomAe (A,Ae) -+ 
Hem A e (A,A) e 
induzidas por <P e <PM, respectivamente. Pelo Lema 2.12 aci-
ma A é um Ae-módulo de apresentação finita. Logo considerando 
que HomR (R/ ,R;) ~ RM via a aplicação f-+ f(l), as apli-
/M M M 
-
caçoes verticais no diagrama 
~· <!O l 
M 
sao isomorfismGs (ver apêndice, Prop A-9). Como, por hipótese, 
AM é um A~-módulo p~ojetivo então ~ e sobrejetivo (ver Afên-
dice, Prop A-1) e, consequentemente, <P' 0 1 é sobrejetivo, pa-
ra todo ideal maximal M de R. Logo <P' é sobrejetivo (ver 
Apêndice, Prop. A-8) e, portanto, a sequência exata O~ J(A) ~ 
o cinde, ou seja, A é urna R-álgebra separá-
vel • 
58 
O teorema 2.11 reduz o estudo de álgebras separáveis ao 
caso local. Os dois teoremas seguintes nos permitem reduzir o 
estudo da separabilidade ao caso de corpos. 
(2.13) TEOREMA: Seja A uma R-álgebra finitamente gerada co-
mo R-módulo. Então A e R-separável se e somente se , P..;, 
MA 
e R; -separável para todo ideal maximal M de R. 
M 
DEMONSTRAÇÃO: Seja M um ideal maximal de R . Desde que 
e (ver Apêndice, Prop. A-7), po-
demos supor R um anel local com ideal maximal M. Suponhamos 
A separável sobre R. Desde que = e 
o resultado segue. Reciprocamente, suponhamos que A; 
MA 
e R/ -separável. Indicamos 
M 
módulo X. Então Ae = Ae e 
X = X/ 
MX 
J (A) 
= X &.. R para todo R-
H /M 
J {A) {c f • demonstração da 
Proposição 2.6). Seja 0: A- J{A) a derivação dada por 6{a)= 
o o 
a 0 I- 1 0 a, para todo a E A , e seja 8 a dtrivação induzi-
da por O em A. Por hipótese O é interior, então 8{ã) = 6{ã)X
0 
para algum X E J (A) • 
o 
Também J(A) = Ao(A) =A 6(A)x . Desde 
o 
que J (A) = J (A) I = J (A) 
MJ (A) 
temos que J(A) = J(A)x
0 
+ MJ(A) 
onde x
0 
E J {A) é tal que X = X + MJ {A) • Como A é 
o o 
fini-
tamente gerado sobre R, segue que J(A) = Aú{A) é finitamen-
te gerado sobre R. Portanto pelo Lema de Nakayama {ver Apên-
dice, Cor. A-3) temos que J(A) = J(A)x
0
. Seja 
o homomorfismo de Ae-módulos definido por f(y) e = yx (y E A ) 
o 
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e seja i: J (A) ~ A e a inclusão. A aplicação f o i é sobre-
jetiva pois J(A) = J(A)x , e como 
o 
J(A) é finitamente gera-
do sobre R segue que f o i é também injetora (ver A,_oêndice, 
Cor. A-4). Portanto f o i e um isomorfismo. Logo existe 
g:,r(A)-.,f(A) tal que g o f o i= id. Seja então h=gof.Por-
1;. A ~ O cinde, ou tanto a sequência exata O --+ J(A) -+ 
seja, A e separável sobre R • 
(2.14) TEOREMA: Seja S uma R-álgebra comutativa e finitamen-
te gerada como R-álgebra. São equivalentes: 
i} S e separável sobre R 
i i) s ®R K{P) é separável sobre K (P) , para todo ideal pri-
mo p de R (K (P) ~ Pp I ) . 
PRP 
DEMONSTRAÇÃO' 
i) ~ ii) decorre da Proposição 2.6 acima. 
i i) ~ i) De acordo com o Corolário 2. 4 acima basta rmstrar 
que í1 (S) = J(S) I 2 = O • Para termos isto é suficiente pro-J (S) 
var que .í1 (S) Q = O , para todo ideal primo Q de S (ver Apên-
dice, Prop. A-8). Sejam então Q um ideal primo de S e P = 
QnR. Passando de R para R e de s para s vemos que p p 
podemos supor sem perda de generalidade que R e um anel lo-
cal de ideal maximal p e K(P) ~ R/ . Desde que J(S) 0RK(P) ~ 
p 
J(S 0R K(P)) (cf. demonstração da Prop. 2.6), ternos Q(S) 0IfiP) 
= n (S ® K (P)) e, consequentemente 
R 
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= (>l(S) 0 K(P)) = (Jl.(S ® K(P)))Q =O R Q R por hipótese (c f. Coro-
lário 2.4). Logo, n(s)Q = (P n(s))Q. O resultado 
agora, do lema de Nakayama (ver Apêndice, Cor. A-3) 
decorrerá, 
se mos-
trarmos que ll (S)Q é um s0 -módulo finitamente gerado. Ce fato, 
como s é uma R-álgebra finitamente gerada sejam {x.: 1 < i < n} 
l - -
seus geradores. Já sabemos que os elementos (x.®l-l0x.), 
l l 
1 ~i ~ n, geram J(S) como 80S-módulo (cf. demonstração do 
Lema 2.12). Se denotamos por (xi ® l- 1 e xi) , l < i < n , as 
correspondentes classes módulo J(S) 2 , terros: a®b(xi 01-10 xi)= 
= [ab0l- a(bt>l- l<'Jb)] (x. <'Jl-l®x.)=(ab<'Jl)(x.<'Jl-l®x.)-
1 l l l 
- a ( b 0 l - l 0 b) (xi 0 1 - 1 0 xi) ~ ab 0 1 (xi 0 1 - 1 ® xi) o que 
mostra que n(S) é finitamente gerado como S-módulo e, conse-
quentemente, também n(s) 0 como s0 -módulo • 
Concluimos este parágrafo com um resultado (Teorema 2.17) 
que permite dividir o estudo de separabilidade em duas partes: 
álgebras comutativas e álgebras centrais. 
(2.15) DEFINIÇÃO: Uma R-álgebra A e dita eentnal se e fiel 
corno R-módulo e se Z (A) = centro(A) = R. Se, além disso, A é 
R-separável dizemos que A é uma R-álgebna eent~al ~epanâvel. 
Se R e um corpo e A uma R-álgebra central separável, 
então A -e semisimples, isto - um produto finito e, de -. ane1s 
simples A. (c f. Teorema 1.16 dG 
l 
Capitulo I) • Desde que o cen-
tro de A é R temos que existe somente um Ai, ou seja, A 
ol 
é simples e tem centro R. Para um anel comutativo R, uma R-
álgebra central separável não é necessariamente simples mas 
seus ideais maximais são da forma IA com I um ideal ~1 
de R. Com efeito, consideremos um ideal maximal M de A e 
seja I = M n R • Logo A; é simples e o centro 
M 
de é R/ , 
I 
e consequentemente R I é corpo (pois tomando 
I 
O f a E Z (A/ ) ~ 
M 
mos que é um ideal não nulo de A; 
M 
Então 
A/ 
M 
e portanto existe tal que ba = 1 , 
claramente b E Z (A I ) ) . Temos também que A/IA é illfia R/I -álgebra 
M 
central separável. Portanto A/IA é sernisimples e consequenterrente A/IA e 
simples. Assim IA é um ideal maximal de A e M = IA. 
e 
(2.16) LEMA: Seja A uma R-álgebra central separável. Então 
A é um R-módulo finitamente gerado e projetivo. 
DEMONSTRAÇÃO: Notemos, inicialmente, que Ae e também uma R-
álgebra central separável (cf. Prop. 2.5). Seja e um idempo-
tente de separabilidade de A. Então Ae e Ae é um ideal da 
R-álgebra central separável A e. Se este ideal for próprio, exi~ 
tirá um ideal próprio I de R tal que Ae e Ae c I Ae e IAe é 
próprio. Aplicando ~: Ae ~A (a aplicação Ae-linear dada pelo 
produto) a esta inclusão, obtemos que A = IA e portanto Ae = 
IA e que e uma contradição. Portanto A e e A e = A e . Seja, então, 
ai,bi E A e (i = 1, •.• ,n) com 
n 
L: ai e bi • Desde que 
i=l 
(10 a~ e= (a® 1°)e, para todo a E A , podemos assumir que 
x. E A . Observemos, agora, que 
l 
Z (A) ~ e A . 
De fato: eA C A (pois A e um A e-módulo) e (ea)b = (1 0 b0) ea = 
=(b 0 1°) e a = b(ea) , para todo a,b E A o que mostra que eAC 
Z(A). Reciprocamente, escrevendo e = L: a. 
i l 
temos ex = 
(L a. 0 13~ ) X = 
i 1 1 
~(e)x ~ x 
x E Z{A), o que mostra que Z{A) C eA. 
Logo, para cada eb. 
l 
considerado acima, temos 
para 
=e(bi a) E e A = Z(A) =R, para todo a E A. Sejam fi 
todo 
as aplicações lineares dadas por fi (a} = (ebi)a, para todo 
a E A l < i < n. Claramente, todo a E A pode ser escrito 
' 
n n 
na forma a ~ (l 0 l 0 )a ~ L a.e b. ) a ~ L f. (a)x. o que ITDS-
l l i=l 1 l ' i=l 
tra que o conjunto {x.,f. :1 <i< n} 
l l 
e uma base projetiva 
para A sobre R (ver Apêndice, Teorema A-1). Portanto A e 
um R-módulo projetivo finitamente gerado • 
Decorre deste Lema 2.16 e do Teorema 2.9 o seguinte Teo-
rema. 
{2.17) TEOREMA: Uma R-álgebra A é separável se, e somente 
se, A é separável sobre Z(A) e Z(A) é separável sobre R. 
CAPITULO III 
SEPARABILIDADE, RAMIFICAÇÃO E DIFERENTE 
Neste capitulo apresentamos um estudo da noçao de ramjfica 
çao (segundo Auslander e Buchsbaum [AB]) e suas propriedades, a~ 
sim como um estudo Ga relação existente entre esta noção e a no 
çao de separabilidade. Abordamos também, neste car:tulo, a no-
ção de diferente e exibimos situações onde não ramificação e 
ÔE.·cidivel a partir de condições sobre o diferente. 
Neste capítulo a letra R denotará sempre um anel comuta-
tivo corr• e]emento identidade. Assumimos também que em todo este 
capitulo os anéis (e, por conseguinte, todas as álgebras) consi 
derados são comutativos com elemento identidade. 
Com o intuito de uma maior clareza possível, julgamos ne-
cessário algumas considerações iniciais sobre a notação e termi 
nologia que utilizamos ao longo deste capítulo. 
Começamos por observar que dado um anel R, uma R-álgebra 
e um anel junto com um homomorfismo de anéis f : R---+ S. Se 
Q é urr ideal primo de S, o ideal f-l(Q) de R e chamado eon 
t.Jtaç.ão de Q e e denotado por Q n R. Também consideremos o 
quociente R/QnR como sendo um subanel de S/0 , sendo que a 
5_dentificação, neste caso, é dada pelo rronorror:O:ismo induzido por 
f. Se x E R, denotamos f(x) em S por -x, desde que isto nao 
cause nenhuma confusão. Da mesma forma, se I é um ideal de R, 
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denotamos o ideal f(I)S simplesmente por IS. ~ claro que 
IS n R~ I. Os Únicos sistemas multiplicativos de R que consi 
derarnos são aqueles que não interceptam o núcleo de f. Também 
neste caso denotamos f(U) em S por U. Se U é um sistema 
multiplicativo de R e U' e um sistema multiplicativo de S 
contendo U (isto e, U' :J f(U)) então f R ---+ S induz um 
homomorfismo f' : aquedá à uma estrutura 
de Ru-álgebra. Em particular se Q e um ideal primo de s e 
e uma R -álgebra e p é um subcorpo 
§l. RAMIFICAÇÃO E SEPARABILIDADE 
(1.1) DEFINIÇÃO: Seja s uma R-álgebra. um ideal primo Q de s 
é dito não 1Lam-i..6ic.ado se P = Q n R satisfaz as seguintes pro-
priedades: 
e um corpo extensão separável e finita de 
' A i-algebra s é dita nao nami6ic.ada, se: 
a) todo ideal primo de S e nao ramificado. 
b) para todo ideal primo P de R existe somente um núme 
ro finito de ideais primos Q de S tais que P = Q n R. 
b5 
(L 2) EXEMPLOS' 
a) Seja Q o cor.jLnto dos números racionais considerado 
como urna z-álgebra. Então Q e não ramificada. Com efeito, s~ 
ja q E Q Ufi< ideal primo. Então q = (o I e consequen temente 
Q 
p = (o I = q n z. Claramente pQq = qQq e --'.1. = Q e um corpo qQq 
_:E 
extensão separável de = Q. 
pZP 
Agora, desde que (O I c Q e o 
único ideal primo acima de (O) c z, segue-se que Q e urna z-
-álgebra não ramificada. 
b) Seja q um numero primo. Então a X-álgebra ~ -" -
e nao ramificada. Com efeito, seja Q =(0)= (êJ) o Único ideal 
primo de s (S e corpo). Seja p = ( q I = Q n z Obviamente 
PSQ = QSQ e desde que zP / PZ é isomorfo a s {ver Apêndice, 
s p 
Prop. A-7) seque-se que .JL = s e um corpo extensão separa QSQ 
~ vel de . Finalmente, desde que (o I c s e o Único 
PZP 
ideal primo acima de ( q) c z segue-se que s e uma z-álge-
bra não ramificada. 
c) Sejam p e q primos distintos, l;p uma raiz p-ésima 
primitiva da unidade, :11': (q) =R c s = z (ql I i;PI = (Z[I;]I Afir-
p (q) 
mamas que s e uma R-álgebra na o ramificada. De fato, observe-
mos que os únicos ideais primos de (O I e 
P = (O) e U = R -P, e imediato que e 
ou seja, S / 
Ufps 
u 
-e, obviamente, uma RU j -álgebra separável. 
PRU 
Sejam, agora, P = qZ(q) e U = R -P. Desde que P e um ideal 
b6 
maximal de R e (q) é um ideal maximal de ~~ decorre da Prop. 
(A-7) do Apêndice que: Rui PR = Rp /PR "R/PR=:<(q)/ 
u p qZ(q) 
z F c - = e 
" " su/ps Sp/PS s /Ps = Z[ ( l I qZ q 
u p p ( q) q (lt[ ( l ) 
p (q) 
"" 2t[ ~ 1/ . Por outro lado, decorre da proposição {A-12) do 
p qZ(i;pl 
Apêndice que existem ideais maximais 
que 
® ••• ® ~[C 1 I (c f. A-D) á.o Apêndice~· c cada z;[ ~ J/ é um corpo extensão fini 
P/ Q p Q. -
s l 
ta (pois Z[(Plé finitamente geracb «Jbre Z) e separável sobre Fp 
(pois lF p e um corpo perfeito). Consequentemente, Su/ é tam-
PSU 
bém nE·:::te caso, uma Ru/ -álgebra separável. O resultado, ag~ 
PRU 
ra, decorre do Teorema 1.3 abaixo. 
(1.3) TEOREMA: Seja s uma R-álgebra. são equivalentes: 
i) S e uma R-álgebra não ramificada 
ii) Para todo ideal prirr1o P de R tal que P = Q n R, p~ 
ra algum ideal primo Q de S, tem-se que S j 
p PS 
p 
e uma RP;f -álgebra separável. 
PRP 
DEMONSTRAÇÃO' 
i) > i i) Observemos inicialmente, que se P e um ideal 
primo de R, então Rp é um anel local de ideal maximal PRP. 
Além disso, para cada ideal primo Q de S tal que Q n R = P 
temos R - P c S - Q e, por conseguinte, 
(PSP) (Sp) = PSQ (QSP) (Sp) QSQ e 
QSP QSP 
(Sp) 
SQ QSP 
= (ver Apêndice, Prop. (A-5)). 
(QSP) (Sp) QSQ 
QSP 
Isto posto, podemos supor, sem perda de generalidade, 
sP p e, neste caso, 
PSP 
um anel local de ideal maximal 
RY -R I 
p p p~ 
(ver Apêndice, Prop. (A-7)). 
que 
s 
PS 
R e 
e 
Seja Q um ideal primo de S tal que Q n R= P. O quo-
ciente S/Q e uma R/F-álgebra de integridade com corpo de fra 
- ;; çoes s 0 QS Q 
e uma extensão finita de se-
gue-se que s;Q é integral sobre R/p e consequentemente e um 
corpo, obviamente coincidente cem . Isto prova que to-
do ideal primo Q de S tal que Q n R = P é maximal. Se j arn 
o1 , .•• ,Qt os únicos ideais primos de S satisfazendo 
Qi n R = P e mostremos que PS = Q1 n ... n Qt . Obviamente 
PS c o1 n ... n Qt . Mostraremos a igualdade, verificando-a lo-
calmente para todo ideal maximal Q de S (ver Apêndice, Prop. 
(A-8)) • Se Q = Q. 
1 
segue-se que 
para algum J < i < t, da maximalidade dos 
para todo j~i e ,consequenterrente, 
oS 
n ... n Q.sQ 
l i 
n ... n QtsQ. = QisQ.= 
1 1 
= PSQ. (pois Qi e nao ramificado). Se Q =I Qi 
1 
para todo 
i= l, ... ,t, claramente temos: 
Portanto PS = Q l n e como os Qi sao cornaximais, te 
<ll • • • <ll (ver Apêndice, Prop. {A-10)). o 
resultado, agora, segue do fato que (ver 
Apêndice, Prop. (A-7)) e do Corolár)o 2.6 do c-apítulo I. 
ii) ==> i) Levando-se em consideração as identificações do 
início desta demonstração e a bijeção entre os ideais primos de 
SP e os ideais primos Q de s tais que Q n R = P (ver Apê~ 
dice, Prop. (A-6)), podemos supor novamente, sem perda de gene-
ralidade, que R é um anel local de ideal maximal P. Por hi-
põtese, S j - s;; é uma RIP-álgebra sepa.rável. 
P PS PS I; 
p 
Logo 
s PS = L1 m ••• m Lt onde cada Li e um corpo e:·xtensão separável 
e finita de Rjp {cf. ·corolário 2.6 do Capitulo I). Sejam m = i 
= Ll ffi ••• ffi Li-l ffi {O} ffi Li+l ffi ••• ffi Lt , 1 < i < t, os Úni-
cos ideais primos (e obviamente maximais) de s PS e sejam 
Qi c s' l < i < t, 
-
os Únicos ideais primos de S contendo PS e 
tais 
Qi 
= que m. PS 1 . Da maximalidade de P em R segue-se que 
Q. n R = P. Além disso, e fácil de ver que 
l 
s 
Qi = Li l<i<t. 
Disto seque-se que s s ------''---- = 
n Q. Ql 
l<i<t ]. 
<ll • • • <ll = Ll ffi ••• ffi Lt = s PS 
o9 
como PS C n Qi , segue-se a igualdade e, consequentemente, 
l<i<t 
n 
l<i<t 
, para todo j ~ l, ... ,t .• 
Como conscquência imediata desté teorema e da Proposição 
2.6 do capítulo II, temos a seguinte proposição: 
(1.4) PROPOSIÇÃO: Se S e uma R-álgebra separável então S -e 
não ramificada. 
DEMONSTRAÇÃO: Basta observar que para todo primo P de R 
Spj PS = S 0R Rp / . O resultado agora, decorre trivialmen-
p p"P 
te da Proposição 2.6 do Capítulo II e do Teorema 1.3 acima . 
• 
P.. questão que agora mte coloca naturalmente é a seguinte: 
"vale a recíproca da Proposição 1. 4 ? ". Não temos uma resposta 
afirmativa para esta questão e nem tampouco um contra-exemplo. 
Contudo, temos os seguintes resultados: 
(1.5) TEOREMA: Seja S urna R-álgebra finitamente gerada comoR-
-álgebra. São equivalentes; 
i) S é separável 
ii) S é não ramificada. 
DEMONSTRAÇÃO: Resta apenas verificar que ii) >i) e isto de-
corre do Teorema 1.3 acima e do Teorema 2.14 do Capítulo Ir .• 
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(1.6) TEOREMA: Seja S um anel noetheriano e uma R-álgebra tal 
~ 
que J(S) ;o; kcr(S ~H S- S) é um ideal finitamente gcr~êo 
de S ®R S. São equivalentes: 
i) S e separável 
ii) S e ndo ramificada 
iii) Todo ideal maximal de S -e nao ramificado 
iv) Toda R-derivação de S ~m um S-módulo finitamente ger~ 
do e nula. 
Para a demonstração deste teorema necessitamos dos seguin-
tes dois lemas: 
(1. 7} LEMA: Seja S un. anel noetherjano e uma R-álgebra tal que 
todo ideal maximal de S é não ramificado. Então toda R-deriva 
ção d de S em um S-módulo E finitamente gerado é nula. 
DEMONSTRAÇÃO: Seja M um ideal maximal de s e m ~ M n R. De 
notemos por EM o SM-módulo E ®s SM e por dM SM EM 
a derivação induzida por d : s--+ E. Desde que M e nao r a-
mificado, mSM = MS Desde d - derivação sobre M . que e uma R ' 
é uma derivação sobre tal que dM(MSM) ~ dM(mSM) C mEM 
dM : SM/, ~ EMj = ME . Portanto M 
sobre R / • 
mlmR 
De 
m 
induz uma derivação 
MSM MEM 
M -nao ramificado segue-se que um 
corpo extensão separável e finita de R j e , consequenterrente, 
m mR 
m 
dM = O {cf. Teorema 3.4 do Cap. I). Portanto dM{SM) C MEM 
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Disto seque-se que dM(MSM) = dM(mSM) C mdM(SM) C mMEM C M2EM 
e consequentemente, dM induz também uma derivação 
- EM/ 2 . Pelo mesmo 
M EM 
argumento usado acima 
se mesmo argumento leva-nos a concluir que = o 
(ver Apêndice, Prop. (A-11)) • 
• 
(l. 8) lEMA: Seja I wn ideal finitarrente gerado de R tal que 2 I =I. Então 
existe x E I tal que yx = x, para todo y E I e I = (x). 
DEMONSTRAÇÃO: Seja I = (x 1 , •.. ,xn). De I = 1
2 
segue-se que 
X. ::: 
1 
n 
E ~kJ. 
k, j=l 
xkx. =I: c .. x. 
J . lJ J 
J 
com 
i= l, ..• ,n. Consequentemente, temos 
c .. 
1] 
fl se i = i E (o .. c .. )x. = o onde o .. = 
1] J l] i 1] I o se i 'I i ~ 
Considerando D = (di i) com d .. = o .. c .. obtemos 
' 1] 1] 1] 
D.( xx·:l) = (~0.:) e, portanto, det 
n 
Desde que det D = 1 -x para algum x E r, concluímos que 
todo 
y(l -x) = O, ou seja, yx = x , para todo y E I. Agora, e ime-
diato ver que I = (x) . • 
DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA l. 6: 
i) -> i i) pela proposição 1.4 
i i) =>iii) óbvio 
i i i) = i v) pelo lema 1.7 
i v) > i) Para mostrar a separabilidade de s e suficien 
te verificar que a sequência exata 
~ 
O---+ J(S) ---+ S ®R S-----+ S---+ O cinde (cf. Teorema 1.1 
do Cap. II). Observemos inicialmente que para qualquer S-módulo 
E, Hom8 (J(S)/ 2 ,E) é isomorfo ao grupo DerR(S,E) das R-J (S) 
-derivações de s em E. Considerando E = J (S) j 2 J ( S) e ob-
servarào que J(S)/ 2 é um S-módulo finitamente gerado,pois I J (SI 
J ( s) o e como s ®R S -módulo (ver a demonstração do teorema 
2.14 do Cap. II), temos que Horn5 (J(S)/ z ,J(S)/ zl =O O J(S) J(S) 
que implica J(SI/ 2 ~o J(S) ou J (S) 
2 
= J(S) . Desde que J (S) 
é finitamente gerado, do Lema 1.8 decorre, então, que existe 
x E J{S) tal que yx = y, para todo y E J(S}. Definimos, en-
o o 
tão, o homomorfismo de S ®R S-rnódulos p :S ®R S-------+ J(S) da 
do por p(l) = x
0 
. De p(y) ~ yp(l) ~ yx ~ y, 
o 
para todo 
y E J (S) , segue que a sequência exata de S @R s -módulos, dada 
acima, cinde. • 
§2. RAMIFICAÇÃO E DIFERENTE 
(2.1) DEFINIÇÃO: Sejam S uma R-álgebra e ~ 
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homomorfismo de S ~RS-módulos dado por ~{x@ y) = xy. Seja 
J(S) == Ker cp e N o anulador de J(S) em S 0RS. O ideal !p(N) 
em S e chamado o dj__6e.Jt.e.nte. homolôgJ.eo da R-álgebra S e deno 
tado por v81 R 
Pode ser visto facilmente, a partir das diversas defini-
çoes equivalentes de separabilidade dados no Teorema 1.1 doCa-· 
p!tulo II, que uma R-álgebra S é separável se, e somente se, 
VS/ = S. 
R 
-consequentemente, se s e uma R-álgebra nas condições do 
Teorema 1.5 ou do Teorema 1.6 o mesmo pode ser afirmado sobre a 
não ramificação de S, isto é, s é não ramificado se, e somen-
te se, VS/ 
R 
= s. 
Indo um pouco mais além, damos a seg~ir um resultado que 
permite decidir via diferente (obviamente dentro das condições 
do Teorema)quando um dado ideal de uma R-álgebra é não ramifica 
do. 
(2.2) TEOREMA: Seja S uma R-álgebra satisfazendo urna das se-
guintes condiçÕes: 
i) S é uma R-álgebra finitamente gerada corno R-módulo. 
ii) R e S estão nas condiçÕes do Teorema 1.6. 
Então, um ideal primo Q de S e não ramificado se, e somente 
se, Q não contém VS/ 
R 
DEMONSTRAÇÃO: Sejam Q um ideal primo de S, p Q n R 
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u = s -Q e v = R - p. Então su e urna Rv-álgebra, su ® s = R ~ 
= su ®~ su ' J (Sul = ker(~ 'su 0 su ~sul, e NU®U e o Rv 
anulador de J (sul . Mais ainda, su e ~ estão nas condiçÕes 
de i) ou i i) se s 
Suponhamos que 
e R, 
Q 
respectivamente, também 
nao contém v81 . Então R 
estão. 
= 4J(NU~U) e, portanto, SU é ~-separável. Da Proposição 1.4 
decorre que SU é não ramificada e, agora, é fácil ver que Q é 
nao rarnificado. 
Reciprocamente, suponhamos que Q não e ramificado. Então 
é não ramificado sobre . No caso i) temos então SU~ 
PSU 
R j e, portanto pelo Teorema 2.13 do 
V PR 
v 
extensão separável de 
Capítulo II decorre que SU é RV-separável. No caso ii) desde 
que QSU e o Único ideal maximal de SU, decorre do Teorema 1. 6 
que SU e, também Rv-separável. Em ambos os casos, portanto, 
temos (V81 ) = (p(NU®U) = SU , o que acarreta que Q nao con-
R U 
tém Vs; 
R • 
APÊNDICE 
Em todo este apêndice a letra R designará um anel comuta 
tivo com elemento identidade. 
(A-1) PROPOSIÇÃO: ([KO), Lemme I.l.l). Sejam A um anel eM um 
R-módulo. As seguintes afirmações são equivalentes: 
a) M é isomorfo a um somando direto de um R-módulo livre. 
b) Toda sequência exata de R-módulos 
' O -----+ L---+ N -----+ M-- O c.i.nde; isto é, existe um homomor 
fismo de R-módulos p ; M ---+ N tal que ~ o p = lM 
c) Para toda aplicação sObrejetiva de R-módulos 
o,p : N ---1- N' a aplicação induzida lfJ • : HomR(M,N) ----+ HomR (M,N') 
também é sobrejetiva. 
d) Existe um conjunto 
fi EM* = HomR(M,R), tal que 
{m. , f. 
l l 
i E I} com m. E M 
l 
e 
1) para todo mE M, f. (m) =O, exceto para um numero fini 
l 
tode iEI. 
2) para todo m E M , f. (m)m. = m. 
l l 
Todo R-módulo M que satisfaz uma das propriedades equi-
valer.tes da Proposição (A-1) é chamado R-módulo p!toje.:t,Lvo. Além 
disso, se o conjunto I considerado em d), for finito, dizemos 
também que M é finitament-e gerado. o conjunto {x. ,f. :i E I} 
l l 
e 
7b 
chamado ba1 e pito J e.:t-Lva de M sobre R. 
(A-2) PROPOSIÇÃO: ([ KOJ, Lemme I. 2. 2). Sejarr, M um R-módulo fi 
nitamente gerado e I um ideal de H tal que IM = M. Então 
existe um elemento a E I tal que (1 - a)M = O. 
(A-3) COROLÃRIO: (Lema de Nakayama) {[KOJ, Corollaire 1.2.3). 
Seja I um ideal de R. São equivalentes: 
i) I C rad(R) 
ii) l + I é um subgrupo do grupo das unidades de R. Além 
disso, para todo R-módulo finitamente gerado M e todo submÓdu 
lo N de M 
iii) IM = M implica M = O 
i v) K = IN!+ N implica N = M. 
(A-4) COROLÃRIO: {[KOJ, Corollaire !.2.4). Todo endomorfismo so 
brejetivo de um R-módulo finitamente gerado é um isomorfismo. 
(A-5) PROPOSIÇÃO: ([8], Ch. II, §2, n9 3, Prop. 7). Sejam U e V 
sistemas multiplicativos de 
-1 
C U R = RU. 
R. Seja 
i) Existe um Único isomorfismo J 
V' = {Y : v E V, u E U} C 
u 
-1 do anel (UV) R 
sobre o anel (Rui 
v' 
tal que o diagrama 
. l/V 
lR 
e comutativo. 
R 
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i 
ii) Seja M um R-módulo. Existe um isomorfismo k do RUV-
-módulo (UV)-lM ~ Muv sobre o R{ll) -módulo V'-l{ll-lM) = 
V' 
= (MU) tal que o diagrama 
V' 
e comut;:,tivo. 
.u lM 
M~-----'"------M 
k 
{A-6) PROPOSIÇÃO: {[B], Ch. II, §2, n9 5, Prop. ll ou [AMO] 
Prop. 3.11). Seja U um sistema multiplicativ~ de R. Os ideais 
primos de u-1 R = RU estao em correspondência bijetora 
(P---+ U-lp = P ) com os ideais primos de R que nao inter-
ceptam U. 
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(A-7) PROPOSIÇÃO: ([s], Ch. II, §3, Prop. 9). Sejam M um ideal 
maximal de R e M um R-módulo. O homomorfismo canÔnico 
M- M j e sobrejetivo, tem núcleo 111M e define un1 iso-
m mM 
m 
morfismo de M/mM sobre 
(A-8) PROPOSIÇÃO: ([KO], Corollaire 3.4). 
a) Sejam M e N R-módulos e ~ : M ------+ N um homomorfis-
mo de R-módulos. Então ..p é injetor {rc::.p. sobrejetor) se, e s~ 
mente se, o homomorfismo N 
m. 
é injetor (resp. so-
brejetor), para todo ideal maximal m. de R. 
b) Sejam M e N subrnÕdulos de um F-módulo P. Então M = N 
se, e somente se, N = M , para todo ideal maximal 
m m 
m de R. 
Um R-módulo M e chamado de apne~en~ação 6ini~a se existe 
uma sequência exata 
F l ---- F 0 ------+ M --r 0 
onde F 0 e F 1 sao R-módulos finitamente gerados e F é livre o 
Um R-módulo N é chamado ptano se toda sequência exata de 
R-módulos 
M'~M~M" 
induz uma sequência exata 
N ® M' 
R 
l ® a l ® B N ® M" 
R 
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(A-9) PRCPOSIÇÃO: (iKO], Lemme I.4.l). Sejam Ai , i=l,2, R-ál-
gebras e Mi, N1 , A1-módulos. O homomorfismo canônico 
induzido pela aplicação R-bilinear (f 1 ,f 2) ---+ f 1 ® f 2 e um 
isomorfismo nos seguintes casos: 
a) M. e um A.-módulo projetivo e finitamente gerado,i=l,2. 
l l 
b) M1 e N1 sao projétivos e finitamente gerado sobre A1 , 
A1 é plano e M2 é de apresentação finita sobre A2 • 
(A-lO)PHOPOSIÇÃO:([JI..MD],Prop.l.lO), Sejam I 1 , ... ,In ideais de R. Seja 
= 
n 
R~ rr 
i=l 
a) Se I. 
l 
n I. 
l<i<n l 
e I. 
J 
o homomorfismo de anéis dado por ~ (x) = 
sao coprimos, para i 
" 
i ' então rr I. l<i<n l 
b) ~ é sobrejetor é=> I.,I. 
l J 
sao coprimos, para i" j. 
c) op é injetor = n Ii = (O). 
l<i<n 
(A-11) PROPOSIÇ.ÃO: ([AMD],Corol.l0.19). Sejam R um anel noetheriano , 
I um ideal de R contido em rad(R) e seja M um R-módulo fini-
tamente gerado. Então n I 0 M = O. 
n 
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(A-l2) PROPOSIÇÃO: (i E], Corolário 14.5). Sejam rn E :ll: , m > l, 
~mE Z(x] o correspondente polinômio ciclotômico e Çm uma raiz 
m-ésima primitiva da unidade, Seja q E Z um número primo tal 
que q não divide m. Sejam f 1 , ... ,fr E Z[x] polinômios môni-
cos tais que suas imagens fi módulo qZ[xJ são irredutíveis em 
z[xl/qzlxl = FJxl e t m- f 1 ... fr(mod. q Z[xll. Entio: 
onde B. = (q,f,(Ç )), 1 < j <r, 
J J m -
sao os ideais primos de Z[ ~ I tais que B. n z = ( q) . 
m l 
b) Z[ ~ I I = F ( y . I para alguma raiz yj de f. m B. q J J 
J 
l < j < r. 
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